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Madame  Halplien  a  confié  les  inanuscrils  laissés  par  son 
nuiii  aux  membres  de  la  section  de  Géométrie  de  l'Académie 
des  Sciences,  en  exprimant  le  désir  que  tout  ce  cpii  seni- 
blerail  [)Ouvoir  être  publié  soil  communiqué  au  monde 
matbématicjue. 

Nous  remplissons  ses  intentions,  et  nous  taisons  paraître, 
avec  le  concours  dévoué  de  M.  Slieltjes,  ces  c[uelques  pages, 
où  lillustre  géomètre  a  laissé  ses  dernières  pensées. 

Elles  seront  accueillies  par  les  amis  d'IIalpben  el  les  admi- 
laleurs  de  son  laleul  n\t'c  les  sentiments  de  tristesse  el  de 
regrets  que  nous  laisse  à  jamais  sa  ujorl  prématurée. 


NOTICK 


G.-H.  HALPHEN, 


Pau   m.  \\.  PICARD. 


Il  semble  r(ue  l'on  puisse  aiijouid'liiil  dislinguer,  chez  les  nia- 
ihémaliciens,  deux  tendances  d'esprit  dilTérentes.  Les  uns  se 
préoccupent  principalement  d'élargir  le  champ  des  notions  con- 
nues; sans  se  soucier  toujours  des  difficultés  qu'ils  laissent  der- 
rière eux,  ils  ne  craignent  pas  d'aller  en  avant  et  recherchent  de 
nouveaux  sujets  d'études.  Les  autres  préfèrent  rester,  pour  l'ap- 
profondir davantage,  dans  le  domaine  de  notions  mieux  élabo- 
rées; ils  veulent  en  épuiser  les  conséquences,  et  s'efforcent  de 
mettre  en  évidence  dans  la  solution  de  chaque  question  les  véri- 
tables éléments  dont  elle  dépend.  Ces  deux  directions  de  la  pen- 
sée mathématique  s'observent  dans  les  différentes  branches  de  la 
Science;  on  peut  dire  toutefois,  d'une  manière  générale,  que  la 
première  tendance  se  rencontre  le  plus  souvent  dans  les  travaux 
(|ui  louchent  au  Calcul  intégral  et  à  la  théorie  des  fonctions;  les 
travaux  d'Algèbre  moderne  et  de  Géométrie  analj'tique  relèvent 
surtout  de  la  seconde.  C'est  à  celle-ci  que  se  rattache  principa- 
lement l'œuvre  d'Halphen;  ce  profond  mathématicien  fut  avant 
tout  un  algébriste.  Les  problèmes  difficiles  d'Algèbre  et  de  Géo- 
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mélrie  éniinu'ralivc,  par  k'>(|nels  il  ilôbiila  clans  la  Science,  cl  on 
une  solution  n'a  de  j)rix  que  si  elle  est  roniplèlc  cl  di-finilive,  l'Iia- 
hiluèrenl  à  creuser  à  fond  les  questions  qu'il  étudiait.  On  retrouve 
dans  tousses  écrils  le  souci  conslanl  de  ne  rien  laisser  d'inachevé. 
Mettant  à  profit,  avec  un  art  consoninié,  le  secours  que  peuvent 
se  prêter  les  diverses  parties  des  .Mathématiques,  il  a  su  poussci- 
jusqu'à  leur  dernier  ternie  les  solutions  des  problèmes  qu'il  s'esl 
posés.  Son  œuvre,  si  parfaite,  laissera  dans  la  Science  une  trace 
durable. 

Georges-Henri  Halphen  na(|uità  lîoucn,  le  3o  octobre  ibi4  !•  '' 
entra  à  l'Ecole  l'olvlechiii(|ue  en  186'.,  cl,  à  sa  sorlie  en  i8f)(ide 
I  Lcole  d'Applicalion  de  Mil/.,  lui  en\o\é  comme  lieulenanl  d'Ar- 
tillerie à  Auxonne  d'abord  et  ensuite  à  Strasbourg.  \.c  piemier 
travail  mathématique  que  nous  avons  à  mentionner  date  de  iSd]): 
il  esl  relatif  à  la  recherche  du  nombre  des  droites  communes  à 
deux  congruences.  Halphen  avait  trouve''  sa  \oie;  nous  allons  le 
voir  hieiiiôi  aliaqucr  successivement,  cl  a\ec  plein  succès,  les  pro- 
blèmes les  plus  difficiles  relatifs  à  la  théorie  géoméiriipie  de  l'c-li- 
niination  et  à  la  théorie  des  courbes  algc'briques.  Travaillant  en 
silence,  ils'élail  initié,  pendant  les  années  précédentes,  aux  mé- 
thodes del'Algèbre  et  de  laCiéoinétrie  modernes.  Uès  celle  épû(iue, 
il  élail  en  possession  de  résultats  de  l,i  \Au<  haute  importance, 
concernant  les  courbes  gauches  algébriipies,  el  les  comniuniquail 
très  succinctement  à  l'Académie  dans  les  premiers  mois  de  i<S-o. 
Nous  reparlerons  de  ce  beau  Mémoirt',  (pic  d'atilrcs  productions 
d'Halj)lien  égalent  peut-être,  mais  cerlainenicnt  ne  dépassent  pas. 
Maintenant  c'est  sur  un  autre  terrain  cpie  le  lieulcnaiit  d'artillerie 
va  déployer  son  énergie  et  montrer  sa  valeur.  Il  élail  à  Besuni^'oii 
au  mois  de  juillet  18^0;  après  s'être  occupé  activemeni  de  l'arme- 
inciil  (le  cille  place,  il  arriva  à  P. iris,  très  sciiillraiil  eiieore  d'une 
chute  de  che\al  cpiil  venait  de  faire.  Malgré  l'axis  de  son  médecin, 
il  partit  peu  de  jours  après  pour  Mé/.ières;  emplové  d'abord  à  la 
défense  de  celle  ville,  il  eut  la  chance  de  la  quitter  avanl  son  in- 
veslissciiKiil  riiiM|ilel ,  el  ;ill,i  relnunei  :iii  Niirii  r.iriiiéc  1.1  u  général 
Faidhcrbe.  Là  il  pril    piiii  à   l,i  l>,ilaille  de  l'oiil-\o\  elles,  où  il  fui 
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fail  chevalier  de  la  Légion  d'honneur,  puis  aux  batailles  de  Ba- 
paume  et  de  Saint-Quentin.  11  était  nommé  capitaine  à  la  fin  de 
cette  campagne,  dans  laquelle  il  s'était  signalé  par  des  actions 
d'éclat,  qui  lui  valurent  l'honneur  d'une  citation  dans  le  récit  du 
général  Faidherbe  sur  les  opérations  de  l'armée  du  Nord. 

En  1872,  Halphen  se  fixe  à  Paris,  où  il  devient  répétiteur  à 
l'Ecole  Polytechnique  cl  reprend  ses  études  scientifiques.  De  tous 
les  travaux  de  celte  partie  de  sa  vie,  ceux  qui  lui  ont  coûté  le  plus 
d'efforts  sont  relatifs  à  la  théorie  célèbre  des  caracléristiqucs.  A 
la  suite  des  recherches  de  jM.  de  Jonquières  et  de  Chasies,  l'étude 
des  systèmes  algébriques  de  coniques,  dépendant  d'un  paramètre 
arbitraire,  préoccupait  vivement  les  géomètres.  Chasies  avait,  par 
induction,  trouvé  une  loi  générale  faisant  connaître  le  nombre  des 
coniques  satisfaisant  à  une  condition  donnée.  Ce  nombre  se  com- 
posait d'une  somme  de  deux  termes,  chacun  de  ceux-ci  étant  un 
produit  de  deux  facteurs,  dont  l'un  dépendait  seulement  du  sys- 
tème et  l'autre  de  la  condition.  Halphen,  en  même  temps  que  plu- 
sieurs autres  géomètres  éminents,  s'efi'orça  de  démontrer  la  loi  de 
Chasies  :  il  crut  même  en  avoir  trouvé  une  démonstration  ;  mais, 
bientôt  après,  s'apercevant  d'une  erreur  dans  ses  raisonnements, 
il  fui  conduit  à  soupçonner  que  la  loi  était  inexacte  et  reprll 
l'étude  de  la  question.  Après  de  longues  recherches,  il  eut  la  satis- 
faction d'arriver  à  la  solution  complète  par  une  méthode  dont  ou 
ne  peut  trop  louer  l'originalité.  On  peut  faire  correspondre  unifor- 
mément les  coniques  d'un  système  aux  points  d'une  courbe  algé- 
brique convenable  ;  de  même,  on  fera  correspondre  à  la  condi- 
tion donnée  une  autre  courbe  algébrique.  C'est  la  considération 
de  ces  deux  lignes  qui  conduit  Halphen  au  résultat  cherché.  En 
particulier,  pour  que  l'énoncé  de  Chasies  soit  exact,  il  faut  et  il 
suffit  que  l'une  d'elles  ne  passe  pas  à  l'origine  des  coordonnées. 
11  en  sera  toujours  ainsi,  si  le  système  de  coniques  ne  présente 
que  des  singularités  ordinaires,  c'est-à-dire  des  singularités  qui 
existent  nécessairement  dans  l'ensemble  d'un  système  et  de  son 
corrélatif.  Cette  distinction  entre  les  singularités  ordinaires  ou 
nécessaires  et  les  singularités  extraordinaires  avait  été  pour  Hal- 
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plien,  au  débul  île  ses  éludes,  un  trail  do  lumière.  Elle  lui  élail 
Ijlcn  fiinidière  dans  une  nuire  tli(''orie,  doul  il  soccupnit  en  même 
lernps,  celle  des  courbes  algébriques,  à  !;i(|uclle  il  consacra  de 
nombreux  .Mémoires. 

Les  points  singuliers  jouent  dans  lélude  des  courbes  algébri- 
(|ues  un  rôle  considérable.  Les  principes  jiour  la  discussion  d'une 
lellc  courbe  dans  le  voisinage  d'un  poinl  avaient  été  établis  défi- 
nitivement par  Puiseux.  D'autre  part,  Riemann,  dans  sa  théorie 
des  fonctions  abéliennes,  avait  introduit  la  notion  capitale  du 
genre  des  courbes  iiigébriques,  et  parlagé  celles-ci  en  dilTérentes 
classes,  deux  cnurbcs  l'iant  de  la  même  classe  quand  elles  se  cor- 
respondent uniformément.  J^illuslre  g('omèlre,  qui  aimait  les 
grands  horizons,  avait  peu  insisté  sur  plus  d'un  point  difficile,  en 
particulier  sur  ce  qui  concerne  les  singularités  élevées.  Halplien 
donne  une  formule  générale,  applicable  à  tous  les  cas,  pour  la 
(li'lermination  du  genre  d'une  courbe  algébrique;  puis,  passant  à 
It'tudc  des  courbes  d'une  même  classe,  il  approfondit  une  proposi- 
tion remarquable  donnée  par  M.  Nu'ther,  d'après  laquelle  on  peut 
trouver  dans  loule  classe  des  courbes  n'ayant  que  des  singularités 
ordinaires.  Le  savant  géomètre  allemand  employait  pour  celle 
transformation  une  succession  de  substitutions  quadratiques: 
Halphen  \cul  trouver  une  transformée  avant  avec  la  courbe  ini- 
tiale des  ia|)porls  gi'onii'tricpics  simples:  il  \  réussit  de  deux  ma- 
nières difl'ércntcs.  Dans  une  promitre  solnllun,  il  l'ialilil  (luo  lnulo 
courbe  jilane  algôbri(]ue  est  la  pcrs|ioolivo  d'une  courbe  gauche 
n'a\ant  qu'un  point  singulier,  cl  telle  cpreu  ce  poinl  toutes  les 
branches  aient  des  tangentes  distinctes;  faisant  alors  la  perspec- 
tive de  celle  courbe  gauche  d'un  jHiinl  (!,■  \  no  arliilr.iiio.  il  diilionl 
la  iransi'ormée  cherchée.  La  seconde  solution  se  rallaoho  à  l'oludo 
d'une  série  de  courbes  analogues  aux  développées,  dans  hupu-llo 
apparaissent  dans  tout  leur  ('clat  la  science  profonde  et  le  remar- 
ipnililo  lalriil  lie  nuire  auloiir.  l'ion. inl  uni-  onnicnio  ailiilralri' 
daii>  lo  pian  do  la  coiirlio  à  transformer,  il  coiisidoro  on  (  Ikkhio 
|Hiini  de  celle-ci  sa  tangente  et  la  polaire  du  poinl  par  ia|>porl  à 
l.i  cdiiiipic;  le  lii'ii  Ac  l'intorNOi  lion  de  ces  deux  droilcs  donne  iiiio 
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transformée  uniforme  de  la  courbe.  Halphen  établit  qu'après  avoir 
répété  un  nombre  fini  de  fois  cette  transformation  on  arrivera  à 
une  courbe  n'ayant  plus  que  des  points  singuliers  ordinaires  ; 
puis  il  démontre  ce  théorème  si  curieux  et  si  caché,  qu'à  partir 
d'un  certain  rang  les  degrés  et  les  classes  des  transformées  pré- 
cédentes forment  deux  progressions  arithmétiques  de  même  rai- 
son. Ce  beau  résultat  comprend,  comme  cas  particulier,  cette 
étonnante  propriété  des  développées  successives  des  courbes 
algébriques,  dont  les  degrés  et  les  classes  sont,  à  partir  d'un  cer- 
tain rang,  en  progression  arithmétique. 

Ces  travaux  approfondis  sur  la  théorie  des  courbes  permirent 
à  Halphen  de  reprendre  ses  études  sur  l'élimination.  La  recherche 
des  points  d'une  courbe  algébrique,  qui  satisfont  à  une  condition 
exprimée  par  une  équation  différentielle  algébrique  donnée,  se 
présente  en  Gc'oni('trie  dans  divers  cas  particuliers,  par  exemple 
dans  la  recherche  des  points  d'inilexion.  La  question  méritait 
d'être  abordée  dans  toute  sa  généralité.  Halphen  se  place  au  même 
point  de  vue  que  dans  la  théorie  des  caractéristiques,  c'est-à-dire 
cherche  à  mettre  en  évidence  les  éléments  relatifs  à  la  courbe  et 
les  éléments  dépendant  de  la  condition,  qui  est  ici  l'équation  dif- 
férentielle. Pour  les  équations  du  premier  ordre,  la  solution  est 
de  même  forme  que  dans  le  cas  classique  des  caractéristiques: 
pour  celles  du  second  ordre,  on  a  encore  une  formule  analogue, 
mais  renfermant  trois  termes  au  lieu  de  deux.  La  généralisation 
semble  immédiate,  mais  l'analogie  tromperait  étrangement;  pour 
les  équations  d'ordre  supérieur,  ou  ne  peut  [dus,  d'une  manière 
générale,  fixer  de  limite  pour  le  nombre  des  termes.  C'est  là 
un  résultat  dont  rintérêl  philosophique  est  très  grand;  il  montre, 
avec  la  dernière  évidence,  que  les  singularités  élevées  des  courbes 
algébriques  ne  peuvent  avoir  pour  équivalents,  dans  toute  question, 
un  nombre  déterminé  de  singularités  ordinaires  indépendant  à  la 
fois  de  cette  question  et  de  la  courbe  que  l'on  étudie.  Bientôt 
après,  ces  difficiles  recherches  sont  étendues  aux  courbes  gauches, 
et,  dans  quelques  cas  particuliers,  aux  surfaces  algébriques. 

Dans  un  des  Mémoires  précédents,  Halphen  avait  rencontré  des 
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L-(|ii;iliiMis  <lilliriiili(llcs  rcstanl  iii;illéi'L<'s  p.ir  une  Iriinsformiitioii 
liomograj>liic]iic  (jiielconquc.  Ce  noiixeaii  i^ciiic  iriinariaiife  c\cil:i 
son  inlérèl;  il  réussit  à  former  loulcs  les  ('(lualions  jouissant  de 
celte  propriété  et  présenta  ce  travail  comme  Thèse,  en  iS-S. 
sous  le  litre  lï hwa riants  diJJ'i-rcnlieh.  L'('(|tiation  dillérenliellf 
des  lignes  droiles  cl  celle  des  coniques  donii.iiciil  iinmédialemenl 
deux  exen)j)les  d'in\arianls.  La  découverte  d'un  invariant  du  sej)- 
lième  ordre,  amenée  par  les  considérations  jiéoniétrifjucs  les  plu- 
ingé-nieuses,  permit  à  Halphen  de  développer  la  théorie  générale. 
i|u  il  ('tendit  ensuilr  au\  courbes  gauches. 

Ces  résultais,  si  intéressants  en  eux-mêmes,  allaient  permettre 
à  leur  auteur  d'aborder  une  importante  question  de  (>alcul  inti''- 
gral.  Dans  deux  Notes  mémorables,  Laguerre  venait  d'appeler 
l'attention  des  géomètres  sur  les  invariants  des  équations  difléren- 
liflles  linéaires.  Halphen  voit  de  suilc  le  rapport  qu'il  ^  a  entre 
ses  recherches  antérieures  et  la  notion  nouvelle  introduite  par  La- 
guerre; ainsi  assuré,  en  quelque  sorte  <t  priori,  de  la  possibilili- 
d'édilier  une  th(''oric  coin|ilcle  des  invariants  des  équations  li- 
néaires, il  >'alla(pic  à  ce  nouveau  problème  et  en  approfondit  tous 
les  détails.  Le  nombre  des  invariants  absolus  distincts  dune  équa- 
tion linéaire  est  inférieur  de  deux  unités  à  son  ordre;  on  peut  les 
obtenir  d'une  manière  ré_.;ulière,  en  ramenant  l'équalion  à  une 
forme  canonique,  forme  dont  l'introduction  dans  cette  question, 
comme  dans  certaines  llK'ories  algébriques  parallèles,  esl  bien 
digne  de  remarque.  Halphen  montra  l'intérêt  de  ses  recherches  au 
point  de  vue  du  Calcul  intégral,  en  apprenant  à  reconnaître  si  une 
é(piation  dill'érenlielle  linéaire  est  susce|)lible  d'èlre  ramenée  à 
certains  l_v  p<s  coiiiius  di'jà  intégrés,  au  moyen  d'un  changement 
de  variable  et  de  fonction  (|iii  n'a  hère  pas  s;i  Icnnic.  On  eoni|ii  cnJ 
que  les  relations  entre  les  invariants  absolus  doivent  jouer,  dans 
une  telle  (juestion,  un  rôle  capital;  c'est,  en  ell'el,  de  la  naliire  de 
CCS  relations  qii'llalplieii  ili'duisit  la  solutiuii  du  beau  inoblème 
(pi'il  >'<'tail  piix'.  L'Académie  avait  proposé,  comme  sujel  du 
grand  prix  des  Sciences  inathi'iiialiipie.s  pour  1880,  de  perfection- 
ner  la   théorie  des  é(|nalions  dillércntielles  linéaires:  le  prix  fut 
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décerné  au  Mémoire  Sur  la  rédiiclion  des  équations  linéaires 
aux  formes  intégrables. 

Bientôt  après,  Halphen  remportait  un  nouveau  succès  acadé- 
mique. L'Académie  des  Sciences  de  Berlin  avait  mis  au  concours, 
pour  le  prix  Steiner  de  1882,  la  solution  d'une  question  impor- 
tante concernant  les  courbes  gauches  algébriques.  Halphen,  nous 
l'avons  dit,  possédait,  dès  1870,  d'importants  résultats  sur  celte 
lliéorie;  ce  lui  fut  l'occasion  de  reprendi-e  son  travail  qui  n'avait 
pas  été  publié  et  de  le  compléter.  Il  l'envoya  au  concours  et  re- 
çut le  prix,  qui  fut  doublé,  en  même  temps  que  M.  Nœther.  (jel 
admirable  Mémoire  me  paraît  l'œuvre  la  plus  profonde  d'Halphen. 
Il  a  réussi  à  énumérer  et  à  classer  en  diverses  familles  les  courbes 
d'un  même  degré.  Dans  la  théorie  si  difficile  des  courbes  gau- 
ches algébriques,  c'est  sur  l'extension  des  formules  de  Pliicker 
qu'avaient  d'abord  porté  les  eliorts  des  géomètres;  elle  fut  obte- 
nue, il  y  a  longtemps  déjà,  par  M.  Cayley,  et  complétée  par  M.  Sal- 
mon.  Dans  ces  formules  s'introduisent,  outre  le  decré,  certains 
nombres  entiers  relatifs  à  la  courbe  considérée  ;  mais  ceux-ci  ne 
suffisent  pas,  en  général,  à  distinguer  une  famille  de  courbes. 
Parmi  eux,  il  en  est  un  d'une  importance  extrême  ;  c'est  le  nombre 
des  points  doubles  apparents.  Pour  une  courbe  d'un  degré  donné, 
ce  nombre  a  une  limite  supérieure,  facile  à  obtenir.  Bien  autre- 
ment cachée  était  la  limite  inférieure;  Halphen  réussit  à  trouver 
la  limite  véritable,  c'est-à-dire  celle  qui  peut  être  effectivement  at- 
teinte, et  démontre  ce  résultat  si  saillant  que  les  courbes  corres- 
pondantes sont  situées  sur  des  surfaces  du  second  degré.  La  clas- 
sification repose  sur  la  considération  de  l'ordre  minimum  d'une 
surface  algébrique  passant  par  la  courbe  gauche;  pour  l'obtenir, 
Halphen  introduit  différentes  fonctions  numériques  du  degré  de 
la  courbe,  dont  les  valeurs  sont  comprises  entre  le  maximum  et  le 
minimum  que  nous  venons  de  signaler,  et  l'ordre  cherché  dépend 
de  la  place  qu'occupe  dans  cette  suite  le  nombre  des  points  dou- 
bles apparents.  Les  méthodes  générales  sont  appliquées  à  la  clas- 
sification complète  de  courbes  jusqu'au  vingtième  degré,  et  à  celle 
des  courbes  de  degré  cent  vingt. 
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.Il'  lie  puis  parcourir  l'œuvre  enlière  (l'ilalplit'ii  ;  à  côli'  <li' 
ces  éludes  de  longue  haleine,  dont  nous  avons  essayé  de  donner 
une  idi-e,  nous  pourrions  citer  (raiitics  Mc'iiioircs  de  moindre 
iHenduc,  où  nous  retrouverions  une  pensée  originale.  Mention- 
nons au  moins  un  travail  sur  la  lliéorie  des  séries,  qui  renferme 
des  résultais  inattendus;  une  série  très  générale,  jtrocédant  sui- 
vant certains  poh  iiùiiies  <'nlicrs,  diiiU  cliacuii  est  la  dérivée  du 
siiivaiil,  et  (jui  semble  susceptible  de  représenter  des  fonclit)ns 
très  variées,  iir  peut  au  contraire  être  emplovée  (pie  pour  le  dé'- 
\clo})pemenl  de  l'onctions  entières,  jouissant  elles-mêmes  d'un 
i:aractère  très  spécial.  Ue  leis  résultais,  si  négalif's  ipiils  soii-iil. 
sont  d'un  grand  intérêt;  ils  nous  iiioiiliciil  une  fois  de  plus  avec 
quelle  prudence  on  doit  procéder  dans  l'emploi  de  nouveaux 
modes  de  développement  des  fonctions.  Ces  constatations  ont 
d'ailliMirs  leur  mélancolie,  car  elles  peuvent  inquiéter  pour  plus 
(I  lin  (l(\  i'l(i|ipciiirnt ,  iisiti'  dans  les  applicalidiis.  cl  dnnt  la  li  ■il- 
limité est  pour  le  moins  douteuse. 

Ces    travaux,  considérables    avaient   jilacé    llal|du'ii   parmi    lc> 
géomètres  les  plus  éminents  de  l'Europe.  Le  i5  mars  iSS6.  l'Aca- 
di'iiili-  des  Sciences,  dont  il  avait  éli'  trois  lois   le  lauréat,  le  désl- 
gnail.  à  la  |iresque  unanimité  des  suffrages,  |)0ur  remplir  la  place 
Nacaiile.  dans  la  Seclioii  de  Géom<'trie,  jtar  le  ilécès  de  M.  Bou- 
ipiel.  llal|ilien  était  clief  d'escadron  depuis  le  i3  juillet  1884,  et 
Il  avail.   peu  di'  Iciiips  auparavant,   été  nommé  examinateur  d'ad- 
mission  à  l'Ecole  Polytechnique.  Dans  ces  concours,  où  sont  en 
pré-sciice  de  si  sérieux  inléréts,  ce  n'est  pas  une  tâche  facile  (pie 
d  exprimer,   parmi   noiiihrc.   siui  opinion   sur  la   valeur  d'un  caii- 
diclal.  .lugeant  de  ce  ipi  il  sail,   iiii  \oiidiall   aussi  apprc'cii'r  l'edorl 
nili'lli'<  liai  <li>iil    il  ^i-\.>  |>liis  lai'il  lapaMc:   (iilliciilli'   d  aiitaiil  plii- 
^laiidc   (piiiiic     préparation    excellente,    mais    a\aiil    ipielquefois 
cherché  à  ton!  prévoir,  peut   |)rovo(pier   rilliision.   Dans  ses  noii- 
v(dles  fonelioiis.  Halphen  montra,  dès  le  déiuit,   heaucoiip  de  p»'-- 
iii'lial  11)11.    j'.iirliaiiiaiil    sis  cpicsIiDiis  avec  une  grandi'   lialiili'li'.   il 
pai'courail  sans  elforl  le  cvcle  entier  du  prograiimir  ri  il  a  laissé-  le 
souvenir  d'un  l'xamiii.ilciii   liieoiiiparalili'. 
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Tous  ceux  qui  ont  approché  Halphen  oui  apprécié  ce  carac- 
tère noble  el  lovai,  que  blessait  et  irritait  la  moindre  injustice. 
Quand  l'intérêt  de  la  Science  lui  paraissait  en  jeu,  il  exprimait 
sans  réserves  son  opinion.  Bienveillant  pour  les  travaux  qu'il 
avait  à  juger,  quand  il  crovail  y  trouver  une  idée,  il  aimait 
peu  les  généralisations  faciles,  qui,  disait-il,  encombrent  la 
Science. 

Au  mois  d'octobre  1886,  Halphen  voulut  reprendre  dans 
l'armée  un  service  actif,  et  fut  chargé  du  commandement  de 
batteries  au  11'^  régiment,  à  Versailles.  C'était  une  lourde  lâche 
(pii  venait  s'ajouter  à  l'efTort  considérable  que  lui  demandait  en 
ce  moment  même  la  préparation  de  son  Traiié  sur  les  fonctions 
elliptiques. 

On  ne  peut  parler  sans  tristesse  de  celte  OEuvre,  interrom- 
pue par  une  impitoyable  fatalité,  où  l'auteur  s'était  proposé  de 
développer  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  sous  la  forme  qui 
lui  paraissait  la  plus  avantageuse  pour  les  applications,  et  en 
même  temps  de  donner  de  celles-ci  un  tableau  complet.  Halphen 
était  depuis  longtemps  familier  avec  cette  théorie.  Ses  recherches 
sur  les  équations  différentielles  linéaires  avaient  principalement 
porté  autrefois  sur  les  équations  à  coefficients  doublement  pério- 
diques; plus  récemment  un  Mémoire  sur  une  courbe  élastique 
l'avait  forcé  à  faire  une  discussion  approfondie  des  divers  cas 
qui  peuvent  se  présenter  dans  le  problème  de  l'inversion.  Les 
deu>î  premiers  Volumes  seuls  ont  paru  :  le  jiremier  est  consa- 
cré à  lu  théorie  générale,  le  second  traite  des  applications  à  la 
Mécanique,  à  la  Géométrie  et  au  Calcul  intégral.  Ils  exerceront 
une  grande  influence  sur  cette  importante  branche  de  la  Science. 
Les  questions  traitées  trouvent  là  leur  solution  définitive.  Les 
transcendantes  elliptiques  y  sont  maniées  avec  la  même  aisance 
que  les  fonctions  circulaires  dans  d'autres  sujets  plus  élémen- 
taires ;  les  formules  de  cette  autre  Trigonométrie  sont  certes 
plus  complexes,  mais  cette  complication,  tenant  à  la  nature  des 
choses,  semble  réduite  autant  qu'il  est  possible. 

Le    troisième    \'olume    devait    traiter    des    applications    algé- 
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ljri([ucs  Cl  uiilliiiKlKjucs  ;  cciU  clé,  .sans  aucun  doulc,  la  [larllc 
maîtresse  de  ce  bel  Ouvrage.  C'est  là  que  se  serait  déployé  dau> 
luut  son  celui  le  l;ilcnl  d  ILdplicn.  ronijni  ;uix  |ii  oljlènies  les  plus 
abstraits  de  TVlgèbre.  Api'ès  de  laborieux  ellorts,  ce  puissant 
esprit  avait  enfin  triomphé  des  difficultés  énormes  que  préscnlail 
un  tel  sujet,  cl  il  allait  se  niellre  à  la  rédaction  délinili\c.  Le 
leni])s  ne  d('\ail  pas  lui  être  donné  poui-  achever  son  u'u\r<'.  Le 
•2  1  mai  dernier,  il  était  enlevé  à  l'alléclion  des  siens,  après  une 
courte  maladie,  à  l'âge  de  quarante-f|ualre  ans.  Ce  fui  un  deuil 
cruel  pour  la  Science  française,  dont  il  était  un  des  plus  (''minenls 
représentants,  et  aussi  pour  notre  armée,  qui  perdit  en  lui  un  offi- 
cier supérieur  (In  plus  :;r',in(l  ;iveiiir.  lous  les  amis  dHalpIicn  gar- 
ileiiinl  le  souvenir  de  cet  homme  de  cœur.  (|ui  mourut  avant 
riicurc  en  Iraxaillant  noblement  pour  la  Science  et  pour  son  pavs. 
Sa  vie  trop  courte  aura  du  moins  été  bien  remplie,  il  laisse  un 
nom  el  une  (juuvre  (|ui  ne  périronl  point. 
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CHAPITRE  I. 


Division  des  périodes  par  5. —  Résoluliun  de  l'équalion  du  cimiuiénie  degré 
par  les  fondions  elliplii|ues. 


Préambule. 

Le  problème  de  la  division  des  périodes  consiste  dans  la  re- 
cherche des  valeurs  que  prennent  les  fonctions  elliptiques  quand 
l'argument  est  commensurable  avec  une  ])criode.  Soit  u  un  tel 
argument;  il  existe  un  nombre  entier  n,  tel  (|ue  le  produit  nii. 
soit  une  période  :  la  recherche  des  fonctions  elliptiques,  ayant 
a  pour  argument,  constitue  le  problème  de  la  division  par  /;. 

Nous  avons,  dès  le  début,  résolu  le  problème  de  la  division 
par  ■!  et  par  4.  Il  se  résout  par  radicaux,  c'est-à-dire  que  les 
fonctions  elliptiques  correspondantes  s'expriment  explicitement, 
au  moyen  de  formules  contenant  des  radicaux,  en  fonction  des  in- 
variants. En  effet,  l'équation  du  troisième  degré 

de  laquelle  dépend  la  division  par  2,   et  dont  les  racines  sont  les 
III.  1 
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Irois  quantités  en,  se  résout  |3ar  radicaux.  Puis,  dans  la  division 
par  '\.  on  a  cd)lonu  (l.  1,  |).  54)  des  formules  explicites  contenant 
des  radicaux  carrés  sous  lesquels  figurent  ces  quantités  e^. 

Le  problème  de  la  division  par  3  se  résout  encore  par  radicaux. 
Les  fonctions  j)  ayant  pour  arguments  des  tiers  de  périodes  sont 
les  racines  d'une  é(]uali()n  'l/;,  ^-  n,  du  qimlririne  degré  (t.  I,  p.  9(3), 
résoluble  par  radicaux. 

L'addition  des  tiers  de  période  avec  des  demi-périodes  ou  des 
quarts  do  période  fimriiil.  encore  |)ar  radicaux,  la  solution  du 
problème  de  la  division  ])ar  (i  ou  par  12.  Comme,  de  plus,  la  for- 
mule de  duplication  montre  que  la  division  d'un  argument  quel- 
conque par  2  dépend  d'une  équation  du  quatrième  degré,  il  est 
clair  que  l'on  peut  exprimer  par  radicaux  les  fonctions  elliptiques 
relatives  à  la  division  par  3.2'". 

Pour  les  autres  divisions,  le  problème  se  présente  sous  une 
forme  bien  plus  compliquée.  La  division  des  périodes  par  n  dé- 
pend de  l'écpialion  |„=o,  dont  le  degré  est  ^{n- —  i),  quand  n 
est  impair.  Pour  la  division  par  3,  c'est  déjà  le  douzième  degré. 
A  la  vérité',  la  résolution  p;ir  riulicaux  est  impossible,  sauf  l'u  des 
cas  particuliers.  Mais  l'équation  t{;„  ^^  o  est  loin  d'être  J'équalion 
la  plus  simple  à  laquelle  se  ramène  le  problème,  sauf  pour  n  =  -i 
ou  rt  r-T  3.  Quand  n  est  un  nombre  premier,  c'est  à  une  équation 
de  degré  (/i  -)-  1)  que  l'on  est  conduit  :  de  cette  équation  découle 
toute  une  grande  théorie,  celle  de  la  Iransformation .  objet  jirin- 
cipal  de  ce  Volume. 

Avant  d'aborder  les  considérations  générales  de  celte  théorie, 
nous  allons  traiter,  par  les  moyens  les  |dus  élt'menlaires,  le  pro- 
blème de  la  division  par  .'),  avec  la  belle  théorie  qui  s'y  rattache, 
la  résolution  de  l'équation  du  cinquième  degré.  Ce  sera  l'objet  de 
ce  Chapitre.  La  division  |)ar  7,  traitée  de  même,  fournira  la  ma- 
tière du  (.liaT)itre  sui\nnt. 


Équation  du  sixième  degré  pour  la  division  par  5. 
Soit  21ÎJ  une  pi'iiode  ipi<lcon(lue,  et  posons 

2(5  ,  jcl) 

ça  =  4  a' —  fft"  —  (Ts- 
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Les  deux  relations 

a  w      4  '«>  4  w      2  M 

conduisent,  par  le  théorème  d'addition,  aux  deux  égalités 

d'où  l'on  conclut 

3(ft-^  b){a  —  by-  =  h{oa^ob), 
(^a  +  b){..b^a)(a-by  =  ^(f^^y. 

Soient 

a  H-  6  =  3-,         ab  =  y. 

I^es  deux  équations,  qu'on  vient  d'obtenir   et  qui  sont  symé- 
triques en  a  et  b,  se  changent  en  les  suivantes  : 


(•^) 


(lu  liien 


(3)  6xy=x3-^^ff,x -t- ffi, 

lîn  substituant,  dans  cette  dernière,  la  valeur  de  j' tirée  de  la 
précédente,  on  obtient,  pour  j-,  l'équation 

(4)  ar" —  5^2  3-^  —  ^offsX^  —  5^1 2^-  —  8  iTs^Ta-r  —  5 gl  =  o. 

Celte  équation,  du  sixième  degré,  étant  censée  résolue,  on  aura, 
]K)ur  chaque  racine  x,  la  quantité  y  par  la  première  égalité  (3), 
puis  a  et  b  comme  racines  de  l'équation 

(')  )  a-  —  xa  +  y  =  o. 

C'est  ainsi  que  les  douze  solutions  de  l'équation  'ij  =  o  se  par- 
tagent en  six  couples,  dont  chacun  dépend  de  deux  équations, 
l'une  du  sixième  degré,  l'autre  du  second.  A  peine  est-il  besoin 
d'observer  que  l'éliminalion  de  x  et  j'  entre   les  équations  (3  ,  5) 
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inùncrail  à  réqiialion  'V^  ==  o,  où  pu  sérail  remplacé  par  la  lettre  a. 
On  peut  écrire  l'équalion  (4)   sous  la    i'orine  syinljoliiiuc  très 
curieuse  que  voici  : 

(6)  {x  —  ioA)(a:-(- 2A)5=  o, 

en  convenant    que,    après    le  tlé\el(ippeni(iil,   on  remplacera   les 
puissances  de  A  par  les  quantités  ci-après  : 


(7) 


On  doit,  dans  celle  eon\enli(in,  remarquer  que,  les  symboles 
de  A-  et  A^  une  fois  choisis,  ceux  de  A'  et  A'*  sont,  par  là,  fixés  si 
l'on  veul  que  ces  symboles  deviennent  des  valeurs  cfTeelives 
quand  le  même  fait  a  lieu  pour  A°  el  A'.  ]Mais  cette  condition 
unique  ne  détermine  pas  le  symbole  de  A"  ;  elle  serait  elTeclive- 
ment  remplie  si  l'on  prenait,  pour  A", 

X  étant  arbitraire.  En  effet,   les  symboles  de  A-  et  A^  sont  des  va- 
leurs efTcclives  «piaiid  on  a 

(  A»)3  _  (A3).  =  o  =  ^^3  {gl  -  •27^1  )  =  (-^3  A. 

Cette  forme  symbolique  (6)  devient  donc  effecti\e  cpiand  les 
fonctions  eiliplicpies  dégénèrent  ])ar  l'évanouissement  du  diseri- 
iiiiiianl.  Ainsi,  au  cas  A  =  o,  A  est  une  quanlité  effective,  el  l'équa- 
lion ((j)  a  une  racine  égale  à  loA,  plus  une  racine  (piintuple 
égale  à  —  i\.  A  eelte  dernière,  suivant  les  égalités  (■>,  5), 
correspond  )•  =  A',  puis  a  t=  b  =^  —  A.  A  la  racine  simple  corres- 

poiul  )•  =  -- A-,   ])uis 

(>es  drii\  ipr;iiilll(''s,  (/  cl  />,  égales  aux  deux   suivantes 
A  /   1  —  \,  —  A  /  I  — 


siii'  ;   /  \  siii»  ~ 

a  /  \  5 


CHAPITRE    I.  O 

sont  conformes  à  ce  que  l'on  doit  effectivement  trouver  pour  des 
fonctions  elliptiques  dégénérées  (t.  I,  p.  2-),  dont  les  arguments 
ont  des  valeurs  finies.  Quant  aux  dix  autres  quantités,  toutes 
égales  à  — A,  il  est  très  facile  de  trouver  leur  signification.  Pour 
éviter  une  redite,  nous  renvoyons  le  lecteur  à  un  Chapitre  ulté- 
rieur, où  cette  considération  sera  présentée  sous  une  forme  gé- 
nérale. 

Autre  équation  pour  la  division  par  5. 

En  prenant,  pour  inconnue,  («  —  b)-  au  lieu  de  x.  on  ojjtient 
une  transformée  dont  on  verra  plus  tard  Fimportance.  Soit  donc 

(a  —  b)-  =  X-  —  4j'  =  '• 
Par  les  équations  (2),  nous  avons 

(S)  ixt   --  x^ giX  —  7.g3, 

De  là  se  concluent  aisément  deux  équations  du  second  degré 

en  :c, 

3(5-,  —  02-=  ^  iS^sa? -i-(5"2  — ')'+ 4  <- =  o, 

Ç)g:,x'^  -  i{r-  -  g^t^  gl)x  ^ZgAgi—  t)=  o. 

Soient  a,  |j,  v  et  a',  |5',  -/  les  coefficients  de  ces  deux  équa- 
tions ;  on  a 

^^Ci-^'  -ay)  =  i-^gl-^(g,-t){t^--  g,t-  gl), 

I(?t'-ï?')  =~ 4^i  -- (< - g,){it^-'ig,r'-isl  t -  ■igl  -  27^1). 

Dans  le  résultant  (a-;'—  ya')-  -i-  (^a'—  a^i')  (  py'— y,3')  apparaît 
le  facteur  (/  —  ^o).  Ce  facteur  supprimé,  on  obtient  un  résultat 
remarquable  par  sa  simplicité  : 

(9)  S/'' —  12^2?» -^  10  A/^-^  Aî  =  o. 

Parmi  les  diverses  expressions  de  x  en  fonction  de  t,  remar- 
quons celle-ci  : 

_  «-(■'  —  y  y.'  _  ëgsl' 


(10) 


flï'  — a[i'       Z'— 2^2^'-t-A 
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Soil  *!'(/)  le  premier  iiicnibie  (9)  cl  D<I>  le  rcsullal  de  l"o[)c- 
ration  D  (t.  I,  p.  29/i),  appliquée  à  ce  premier  membre,  où  l'on 
considérerait  /  comme  une  constante,  en  sorte  que,  DA  étant 
nul  (l.  1,  p.  3oi  ),  on  a 

On  oLticnl  1)/  par  l'égalité 


'I''(/)D/-t-D'I>  =  o; 

doù  résulte 

D<_       94  ^,r- 

/           /•l-9.^,/2-4-  A 

et,  par  conséquent, 

(.1) 

5   D/ 

On  verra  plus  loin  la  généralisation  de  celle  forniulo. 

1/égaIité  (  10)  fournit,  sous  une  forme  remarquablement  simple, 
l'expression  du  discriminant  de  l'équation  en  I.  Vprès  l'avoir 
écrite  comme  il  suit 

(pic  l'on  y  remplace  succcssivemenl  .r  par  chacune  des  cinq  autres 
racines  et  tpie  l'on  multiplie,  membre  à  membre,  les  cint]  é'galités 
analogues,  on  a 

n^  =  (3-<i'^3)°(nO> 

n*'(«) 

Les  produits  lixel  II(/)sont  formés  par  les  derniers  coclïiiieut'- 
des  équations  (4)  et  (9).  Quant  à  H  <!>'(/),  c'est  le  produit  des 
carrés  des  difTérences  des  racines  /,  changé  de  signe,  cl  multiplié- 
]iar  :>" .  On  en  conclut,  pour  ce  produit  ou  di-icriminanl ,  l'exprcs- 

MCJM 

(12)  iu,.-tj)^=^Çsï^'- 

A  propos  de  I  l'ipiatioii  (^  j  1.  voici  quehpies  lraiisforiuali(Mi~, 
qui  seiulilenl  fort  iuti'-rcssanlcs,  sans  cire  cepeml ml  utiles  pour 
ia  suite  de  notre  aiiaUse. 
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Quand,  le  discriminant  étant  nul,  les  symboles  (^)  deviennent 
des  valeurs  effectives,  les  trois  quantités  e^  deviennent,  l'une  2A, 
les  deux  autres  — A,  el  l'on  a 

^01=  2  A,  ^Q  :=  ^Y  r=  A, 

3  eâ  —  i  ^2  =  9-^^''         3  6-2  _  i  ^2  =  3 e|  —  1  ^2  =  o. 

Considérons  le  trinôme  du  second  degré 

(i3)  o^(;P)  =  (^._2e^)2_4(3c|_i^,). 

Ses  racines,  quand  le  discriminant  est  nul,  sont  donc  loA  el 
—  2  A.  Les  deux  trinômes  analogues  Sg  et  cpy  ont,  en  même  temps, 
chacun,  la  racine  double  —  2A. 

D'autre  part,  le  produit  de  ces  trois  trinômes  est  un  polynôme 
à  coefficients  entiers  en  ^o  et  ij;,.  Ce  polynôme,  quand  le  discri- 
minant est  nul,  a,  aussi  bien  que  le  polynôme  (4))  b'  racine 
simple  10 A  et  la  racine  quintuple  —  2 A.  Ces  deux  polynômes 
diffèrent  donc  seulement  par  un  terme  ),A,  où  \  est  une  constante, 
que  nous  allons  vérifier  être  égale  à  l'unité,  en  sorte  que  l'équa- 
tion (4)  peut  s'écrire  sous  la  forme 

(i4)  ?a?p?Y=^- 

Pour  vérifier  celte  valeur  de  la  constante  numérique  A,  il  suffit 
d'observer  que  l'on  a 

n(^2—8e|)=. ^1  —  32^1, 
en  sorte  que,  dans  l'équation  (i4))  le  terme  constant  est 

D-3  5.,  0-2 \    —    0-3  3')  »-2  I   ct3  .,T  <r2  1  —  (J  «r2 

comme  dans  l'équalion  initiale  (4). 

Cette  forme  (i4)  a  été  trouvée  par  M.  Brioschi  en  suivant  une 
voie  différente  que  nous  allons  montrer  aussi.  Au  Chapitre  IX  du 
Tome  II  (p.  36i),  nous  avons  eu  déjà  l'occasion  de  considérer  le 
polynôme 
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comme  un  polynùriie  du  qiiatrit'me  degré  et  d'envisager,  à  ce  poini 
de  vue,  son  liessicn, 

11(3-)  =  — !>»—  l^.xî-i-  -xgiX-^  rs^D- 

Nous  avons  considéré  aussi,  sans   le  calculer,  un   autre   polv- 
nôme  ï,  savoir 

Le  calcul  cfTeclif  doniu' 

—  4 T^a?)  =  ^x^—igiX'-  —  ■Mgzx^—^ glx^  —  SigîX  -^hsl  —  '^-Sl- 
On  en  conclut 

—  26T(iar)  ^  x^—âgiX''—tiOg3X^—  5fflx'-—8giff3X  -<-  gl  —  'iiffl- 

l'ar    comparaison  avei'  i'(''i]uation  (  4  i.  on  en  coiicliil  i|iii'  celle 
é(|nntion  peut  s'écrire  ainsi 

(iG)  ■.).«T(|a")-+- A  =  o. 

D'aiilrc  pari,  on  a  vu  aussi  (l.  Il,  p.  36'a)  que  la  quantité 

i_  niz)W(x)~U(x)^V(z) 
^'' '  4  ^  —  -3 

est  le  ])rodMil  de  Irois  fadeurs  doidileuient  linéaires, 

(a;  -  ea)(-  —  e»)  — (Ca—  ep)(ea—  ey). 

Ces  facleiiis,  (junnd  on  suppose  z^^.r,  deviennent 

(a--ea)2-(ea-Pp)(ea-<'r)=(^-<'ï)'-'''<'i--|-^2)=ï?a(i3-)- 

eu  seule  que  l'un  a,  pai   ciiinparaisou  ilc   la  lonctiou  i^ijjavec  la 
définilion  (i5)  de  'J", 

—  af'TCr)—  !5o,(aa^)i{iu(2x)oY('ïx). 
l'ar  conséqurnl,  léipialion  (ilJ)  n'est  auti'e  que  celle-ci 

c'csl-à-dire  l'équation  (  ij)  déjà  trouvée  autrenienl. 
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L'analyse  de  M.  Brioschi  ne  s'arrête  point  là.  Suivons  encore 
ce  célèbre  géomètre  pour  trouver,  par  un  calcul  direct,  une  trans- 
formation importante  de  l'équation  (i4)-  D'après  la  définition  (i3) 
et  la  relation 


on  a  immédiatement 


e,3.+  «p-i-  ey=  o, 


=  4[(Ca— ep)(a^  — 2ea)  +  2(3eJ  — }^o)]. 
Abrégeons  récriture  en  posant 

(fia—  ep)(ea— ey)=  3e|— {^2=  ^x,         a?— 26»=  2^»- 
Nous  avons  ainsi 

4  fa  —  Ça —  =-a> 

4  ?ï=  4  ?a-i-2Ea-l-  2(ea— ey)^a=  ?â-^  ^a+ 2(ea-- ey)^a, 
=  ?a-+-  6ea^J-(-  Gs-a^i-t-  6eaEa?a-^  -a. 

et  ré(|uation  (i4)  devient,  les  indices  a  étant  supprimés, 

^6^  6e^5_,_  5e^4_  5  £2^2—  6e£'-^  —  e^  =  -^  A. 
On  a,  d'autre  part, 

i  A  =  (ex—  ep)-(ea—  6^)2(6^—6^)2, 

^^-^  il^  =  ^'[(«a-  Pp)(e«"  ey)-t-  {(«p—  ey)2] 
=  e-[3eâ—  i  5'2-;-  i  (ep—  ey)2]. 


Mai 


d'où 


:^2=  eaep+eo(ey+epey  =  — ei+  e^Cy, 


— 1^2^1(63— ey)-  =  -eâ-^i(eg+ey)2  =  ~fe|, 


^A  =  !^^«^ 
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el  l'on  dctliiil 

Sur  le  cas  particulier  ^3  =  o. 

(jiiand  jI,'':,  eslnul,  l'éfjualion  (4j  u  deux  racines  nulles.  Soient 

on  a,   relativement  à  ces  deux  racines,  d'après  les  équations  (3) 

et  (4), 

■i       X 

(.8)  \'=-^{i:±-2i),         a==i^/i^^'2- 

(^u;iiU  aux  autres  racines,  en  posant  x"  :^  g.,Zi  on  a 

avec  les  deux  signes  ambigus  en  coïncidence.  On  en  déduit 

les  deux  signes  ±  étant,  cette  l'ois,  indépendants  l'un  de  l'autre. 

Relations  entre  les  six  racines. 

Soient  x  el  x„  deux  racines  quelconques  de  l'équation  (  j'). 
considérée  dans  le  cas  général;  soient  a,  b  el  «oi  ^oj  l*"^  (juanti- 
lés  qui  correspondent  à  ces  racines. 

Par  le  tliéorènic  d'addition,  on  a  de  nouvelles  quantités  r/,  et  /',, 
correspondant  à  une  nouvelle  racine  j:,,  au  moyen  des  l'orinules 


t20) 


1  I   /  /o  et  —  /(S  a„  \ 

I  4  \      a  — ao       .' 
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et  l'on  en  déduit 

(2.)  ^  +  x„-^:..=  i(^fe=-^^y+lfv5^Zl^ 

4\      a  —  «0       /  4\       o  —  bo 

Cette  équation  donne  .r,  en  fonction  de  x  et  Xq,  mais  avec  plu- 
sieurs déterminations.  Par  exemple,  x  étant  donné,  on  peut  inter- 
vertir rt  et  Z*;  on  peut  aussi  changer  les  signes  de  y/tpa  et  de  \/'f  6. 
A  cet  égard,  on  doit  observer  que  les  équations  (i)  donnent 

(22)  y/ !p  et /cp  6  =  (  a  —  6)', 

en  sorte  que,  ayant  choisi  «,  b  et  le  signe  de  ^'tsa,  on  n'a  plus  à 
choisir  le  signe  de  y/<pè.  L'indétermination  qui  subsiste,  après  le 
choix  de  x,  donne  donc  lieu  à  quatre  valeurs  pour  x,.  Mais, 
d'autre  part,  l'échange  simultané  de  a  et  de  b  et  de  cig  et  de  bo, 
comme  aussi  l'échange  simultané  des  signes  de  y  ©«  et  de  v  œ«0! 
n'altère  point  x,.  Il  y  a  donc,  en  tout,  pour  x^,  quatre  valeurs 
seulement,  et  la  formule  (21)  donne,  en  fonction  de  x  elXg,  une 
quelconque  des  quatre  autres  racines  de  l'équation  (4  I- 

Supposons  choisis  a,  b,  Oq,  b,,  et  les  signes  des  radicaux,  dans 
la  formule  (21),  qui  détermine  ainsi  x,.  Associons  à  Xi  une  autre 

racine  X;,,  en  changeant  les  signes  de  \'''-p«o  et  de  \  'fbg.  Nous 
aurons  ainsi 

d'où  résulte 

I   oa-t-oeto        i   ob-^'sbi, 


(2-i)  ^ix -^  Xf))-^  Xi-h  X,,-- 


1  (a  —  a^tY        1   (b  —  b„  )'^ 


Échangeons  a  et  b  dans  l'égalité  (ao)  et,  en  même  temps, 
d'après  (22),  remplaçons  \/^a  par  \/'f  è  et  ^/fb  par  —  s,/'-^<^-  Nous 
définirons  une  racine  X2.  En  échangeant  ensuite  les  signes  de  \^l'fa„ 
et  de  sjfbg,  nous  définirons  la  dernière  racine  x^  et  nous  aurons, 
semblablement  à  l'égalité  (24),  celle-ci  : 

lœè-l-oao        loa-f-tpèo 
(2'j)  2(x -\- Xo)+ x,-t- X3=:  -  ^, —m-^ ; r — r- 
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Les  seconiN  niciuhres  (24,  aS)  sont  lationncls  en  n,  h,  cio,  bu'. 
leur  somme,  sjniélrique  en  a  et  i,  aussi  bien  qu'en  «„  et  60,  est 
rationnellement  exprimable  en  x  et  Xq.  H  en  est  de  même  pour  la 
somme  de  leurs  carrés,  et,  par  conséquent,  la  quantité  ci-après 

(26)  5o=  a-x„-^a",j-j-:- 2-2X3  =  ^X^i^o) 
esl  une  fonction  ralioniielle  du  x  et  de  .ro. 

Existence  d'une  résolvante  du  cinquième  degré. 

Cette  fonction  ;;o)  que  l'on  vient  de  reconnaître  comme  ration- 
nelle en  X  et  .r,,.  possède  une  proprii-té  bien  remarquable  :  elle 
ne  cliMiii;!'  poiiil  si  Ion  v  remplace  x  cl  .ro  par  .r,  et  x.,  ou  par 
Xi  et  Xs  : 

(27)  -„  =  »r(r,  j-„)  =  ^■(3-,,3-i)  =  Wixi.Xi). 

Nous  allons  en  biiiriiir  la  |)r(,Mive.  Désignons  par  im  ou  uo/les 
deux  périodes  quelconques  qui,  dans  «  et  i  ou  dans  a^  et  h^^  sont 
resportivcmoiil  divisées  par  5.  Soient,  en  d'autres  termes, 

«  =  J'I"':  ''  =  p|t'>.         /'fn  =  p'|w.         S'il)  =p'\iD., 

«o  =  p|w',        Zio=p|(o',        v"?«o=p'|<u'i        /'f^o  =  p' i  to'. 


D'après  les  égalités  (ao)  les  arguments  de  (7,  et  de  h,  sont 
I  (w  -I-  w')  et  1  (w  -I-  w').  Pour  obtenir  .ri,  on  a  changé  les  signes 
de  \oao  et  de  \!'^b^\  les  arguments  de  n^  et  de  h^  sont  donc 
I  (to  — to')  et  \  (w  —  w'). 

0|)érons  sur  .ri  et  sur. r^,  ((inimc  on  Yw  l.iil  sur  ./■  ri  ./■„  pour 
trouver  .r,  et  x.,  ;  on  obtient,  pour  un  premier  couple  (f/,  h),  les 
arguments  |^w  et  |wïs  —  |  w  •  ce  sont  donc  les  deux  quantités 
b  ela  que  l'on  retrouve,  c'est-à-dire  la  racine  x  que  l'on  obtient. 
Pour  un  sccdjKJ  ciMiple,  les  arguments  sont  |  w' et  |  w'^  —  I  *'^' > 
on  n'itonxc  dorn-  //,,  et  cIq,  c'est-à-dire  la  racine  .ro. 

1,11  ii|M  liwii  rjisuitc  sur  X,  et  .r,  comme  on  l'a  fait  sur./'  et  .ro 
piiiir  (ililctiir  x-2  et  .r,,  ou  reliouvo  ni'cessniii'iiitMit  .r■^  et  .r,,.  puis- 
(|u'il  n'existe  point  d'autres  nouvelles  racines. 

Pour  obtenir  .r..  et  .r.,,   nous  avons,  dans  ropi'ialioii  (|iii   av.iit 
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fourni  x^  et  x^,  échangé  a  et  b  en  remplaçant  y/cpa  par  \/ob,  et 

^(fb  par  —  \''fa-  Cecirevient  à  remplacer  l'argument  de  «par  celui 
de  b  et  celui  de  b  par  l'argument  de  «,  changé  de  signe.  Les  argu- 
ments de  rto  Gt  de  ^2  sont  donc 

|(2U)^(u')     et     |(  —  (0  H- 2to' )  SH  I  (2(0 -i- co' j  ; 

ceux  de  c/j  et  de  63  en  diffèrent  par  le  signe  placé  devant  10'. 

En  faisant  la  première  opération  sur  le  couple  (xo,  X3)  ,  on 
obtient  les  arguments  |w  et  -y-w  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
—  f  w  et  —  I  w,  pour  un  des  couples  (a,  6)  :  on  retrouve  donc  la 
racine  x.  De  même,  le  second  couple  (o,  b)  donne  la  racine  x^- 
Ainsi,  par  la  première  opération  faite  sur  a:-!  et  X3,  on  retrouve 
le   couple  X  el  Xç,  ;  par  la   seconde   on   obtient  donc  le   couple 

X,    et    X:,. 

Ainsi  se  trouve  établie  la  propriété  (27). 

Ayant  associé  à  une  racine  ,/■  une  autre  racine  quelconque  Xa, 
on  crée,  du  même  coup,  deux  autres  couples  analogues  (Xi,Xi) 
et  (xo,  X3),  et  la  fonction  Zq,  symétrique  par  rapport  à  ces  trois 
couples,  comme  aussi  par  rapport  aux  deux  éléments  d'un  même 
couple,  est  rationnelle  relativement  à  ces  éléments. 

En  associant,  à  la  même  racine  .r,  une  autre  racine  x^,^  on 
créera  d'autres  couples,  dont  aucun,  évidemment,  ne  peut  coïn- 
cider avec  un  des  précédents.  Il  y  correspond  une  fonction  ^i^, 
analogue  à  z.q,  ayant  les  mêmes  propriétés. 

Prenant  successivement  pour  l'indice  [jl,  les  valeurs  o,  i,  2,  3,4, 
on  obtient  cinq  fonctions  Zu,  :  chacune  d'elles  correspond  à  trois 
couples.  Les  quinze  couples  que  peuvent  former  six  quantités, 
associées  deux  à  deux,  sont  ainsi  reproduits. 

La  somme  des  cinq  quantités  z  est  manifestement  une  fonction 
symétrique  des  six  racines,  la  somme  de  leurs  produits  deux  à 
deux.  Mais  la  même  propriété  a  lieu  aussi  pour  toute  somme  de 
puissances  semblables  de  ces  mêmes  cinq  quantités.  Effective- 
ment on  a,  par  exemple, 

fonction  symétrique  des  trois  couples  et  des  deux  lettres  de 
chaque  couple. 
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La  somme  -z^  est  donc  syinélrique  par  rapport  aux  quin^.e 
couples  cl  finalcmenl  par  rapport  aux  six  racines. 

En  conséquence ,  les  fjiiantités  z^  sont  les  racines  d'une 
équation  du  cinquième  degré,  dont  les  coej/icients  (symétri- 
ques par  rapport  aux  racines  j-„,)  sont  rationnels  par  rapport 
à  gi  et  g 3. 

Cette  proposition  a  son  analoijue  dans  la  division  par  7  cl  par 
I  I ,  comme  on  verra  dans  le  Chapitre  II  ;  elle  est  due  à  Galois. 

I^a  composition  des  deux  couples  qui  s'associent  à  xx^.  est  fa- 
cile à   trouver.   On  a  g<'-néralenient 

chaque  indice  étant  remplacé  par  le  reste  de  la  division  de  cet 
indice  par  5. 

Cette  loi  se  vérifie  iinmédiatemcnl  par  la  considération  des 
arguments. 

En  elTct,  les  arguments  choisis  précédemment  peuvent  être 
résumés  ainsi  :  Targument  de  a^^  est,  au  signe  près,  égal  à 
ï  (iij'-|-  [Ji-w),  comme  011  voit  en  négligeant  les  multiples  des  pé- 
riodes. Changer  ^0  en  Xp;,  c'est  donc  remplacer  to'  par  w'  -)-  aw; 
par  conséquent,  c'est  ajouter  u  à  cIkujiic  indice  des  quantités  x. 

Calcul  de  la  résolvante. 

C'est  en  \crlu  des  relations  entre  les  racines  x  que  les  fonc- 
tions svmétriques  des  quantités  z^  sont  rationnelles.  Toutefois, 
la  somme  et  la  somme  des  carrés  sont  symétriques,  quelles  que 
soient  les  racines  x.  l'our  celte  raison,  ces  deux  sommes  se  cal- 
culent très  fnciicmcnl. 

On  a  d'ahord 

1;  =  i:.r,j:y  =  — 5^,, 
puis 

si  —  x'^xl  -ir  x\x\  -*-;r!a:!  -4-  ixi^XiTiTiXi  ( 1 \ ) 

"  '  \xTa  .»iJ-t  T.XiJ 

et,  par  consé(picnl. 
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De  là  résultent  les  premiers  termes  de  l'équation  en  z  : 
(29)  5»-t-5^aj'-f- 10^533 -^.  ..  =  o. 

C'est  cette  équation  qu'il  s'agit  d'obtenir  complètement,  et  nous 
observerons  d'abord  que  tous  ses  coefficients  sont,  non  seulement 
rationnels,  mais  entiers  en  «■.,  et  x^s.  Les  z  sont,  en  effet,  des 
lonclions  entières  des  racines  .r,  et  l'équation  en  j-,  dont  le  pre- 
mier coefficient  est  l'unité,  a  pour  coefficients  des  fonctions 
entières.  Il  en  résulte  que  les  :;  ne  deviennent  infinis  pour  aucune 
valeur  finie  de  go  et  g^;  ce  sont,  comme  on  dit  parfois,  des  fonc- 
tions algébriques  entières,  exprimant  par  cette  locution  que  les 
coefficients  sont  entiers,  le  premier  d'entre  eux  étant  l'unité. 

Quand  le  discriminant  A  s'évanouit,  on  a  vu  que  cinq  racines  x 
sont  égales  à  —  2A;  la  sixième  est  égale  à  loA.  Quel  que  soit 
l'indice  [jl,  on  a,  en  ce  cas,  suivant  (28), 

Le  premier  membre  de  l'équation  en  ;  se  réduit  alors  à  (;+  ^,)'. 
A  cause  de  l'homogénéité,  on  voit  donc  que  l'équation  a,  en  gé- 
néral, la  forme  ci-après  : 

(-  -4-  ff,)^  +  \{-xz^-  -+-  ,3^,3  +  Y„-|)  =  o, 

dans  laquelle  a,  [3,  y  sont  numériques,  ce  qui  est  d'accord  avec  la 
forme  (29),  trouvée  déjà  pour  les  premiers  termes. 

En  prenant  le  cas  particulier  0-3^0,  on  devra  trouver 
l'équation 

Pour  déterminer  les  trois  coefficients,  il  suffira  donc  de  faire  le 
calcul  effectif  dans  ce  cas  particulier. 

On  a  vu  que,  dans  ce  cas,  deux  racines  x  sont  nulles  ;  prenons- 
les  pourx  et  jJo-  Les  quatre  autres  racines  sont  ±  \/g7i  et  ±  ijgt^' , 
Ç  et  ^'  étant  elles-mêmes  les  racines  de  l'équation  du  second  de- 
gré (19).  Les  quatre  quantités  a,  b,  «o,  bo  sont  contenues  dans 
une  seule  formule  (18)  où  l'on  doit  prendre  les  diverses  combi- 
naisons de  deux  doubles  signes.  Prenons  a  et  a^  conjugués;  b  et 
ba  le  sont  aussi  :  x,  et  X;  sont  donc  des  quanlilés  réelles,  suivant 
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les  l'orniulcs  (21,  ■26).  Elles  répondcnl  donc  à  une  niènu'  (]inin- 
lité  i  ou  ^';  x>  et  Xj  répondent  à  l'autre.  En  conséquence,  on  a 

(■io)  .50  =  — (;-H$')^!=  —  5^î, 

tandis  que,  pour  les  autres  indices,  ,;„,  est  éijal  à  rt  ^o  y'  ;;',  c'est- 
à-dire  zÉz  ig.\/5.  Le  signe  -;-  convient  à  deux  indices,  le  signe  — 
;iux  deux  autres.  Ainsi,  pour  ^'■3  =  0,  l'équation  en  :;  se  réduil  à 

ou  iiien 

(z-i-5gi){='--*-5giy  =  o, 

Z'^-^Sg'iZ^-i-  10 ffl  Z^  -h  5o fflz*  -^  23  ffiz  -T-  liSffl  =0, 

{2  -h  gîf  -T-  isrliioz'- ^  5ffîZ  -i-  3i gî )  =  o. 

Voici  donc,  clans  le  cas  général,  l'équation  cherchée  : 

{z  f-  ffiY'-i-  ^^(ioz--i-  5s',z-^3iffl)  =  o. 
Kl)  juisiinl 

—  -i-  I  =  Z 

cl,  coiiinic  on  la  déjà  lait  souvcnl, 

«■s 

T  =  ^' 

on  réduil  celte  ('(juallon  à  la  lornic 

(32)  lï^ -i- .\{io7.'- — i5Z-t-36)  =  o. 

La  décomposition  (.>i)  du  premiiT  niciiilne,  dans  leeas  i,':i  =  o, 
montre  (|ue  celle  équation  peut  s'écrire  aussi  de  la  manière  sui- 
vaiil<'  : 


(13)  i-J  = 


Z-n4    r(Z—  l)»-4-5 


['-^-^T 


z 

Si  I  on  pose  donc 
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on  aura,    après  avoir  extrait  hi  lacinc  cariée,  celle  autre  Irans- 
(brmée 


(33)  /(X)  =  Xô---;iXi^-:\-ïv/."     I  =<>■ 

Le  caractère  essentiel  de  celte  dernière  équation  consisle  en  ce 
que  la  dérivée  de  son  premier  Tnenibre  esl  un  carré  : 

/(X)=  3(X^-  1)^ 

En  outre,  ses  racines,  déjà  définies  par  la  relation  ('.i^t.  son! 
suscepliMes  d'une  aulre  interprélatioii  cxlrèrnenienl  reinar([naljlc 
cl  donl  nous  allons  parler. 


Seconde  expression  des  racines  de  la  résolvante. 

l^renons  comme  donnée  une  racine  Z„  de  l'équalion  (S'ô)  : 
l'invariant  absolu  J  s'en  déduit  sans  ambiguïté.  A  cause  de  l'ho- 
mogénéilé,  nous  pouvons  supposer  qu'on  |)rcnne  g,  :^  i  ,  en 
sorte  que  A  est  l'inverse  de  J.  (hiant  à  rin\  iuianl  i':,,  il  a  deu\ 
déterminations,  résullanl  de  l'égalité 

(iCii  ï7é'J  =(.l  — iiA. 

Kn  conséquence,  loule  lonclinn  rationnelle  de  Z,,  et  des  in\a- 
rianls  devient,  au  point  de  vue  actuel,  une  lonction  algébri(pie. 
mais  non  rationnelle  de  Z,,,  en  général.  Elle  esl  rationnelle  si  le 
cliangement  de  signe  de  f!'^  la  laisse  inaltérée.  C'est  ce  ipii  a  ll<u 
pour  toute  combinaison  des  trois  couples  (  ./•,  o",,  ) ,  i.<i,.ri  1  et 
(.*2,Xa),  ayant  les  mêmes  symétries  que  Z,,  et.  de  plus,  ccuilenani 
à  tous  ses  termes  un  nomljre  pair  de  facteurs  .r.  En  elFet,  le  chan- 
gement du  signe  de  g:,  a  pour  effet  de  remplacer  les  fonction,-. 
j3  par  de  j)arellles  fondions,  affectées  du  signe  moins,  et  cliaqtie 
X  est  la  somme  de  deux  fondions  j). 

Si,  en  outre,  la  combinaison  choisie  esl  homogène  et  qu  ou  la 
rende  de  degré  zéro  en  la  mullij)liant  par  une  puissance  du  dis- 
criminant, on  pourra  trouver,  pour  la 'représenter,  une  expression 
rationnelle  en  Zq,  à  coefficients  numériques;  cette  expression  sera 
anVanchie  de  la  supposition  g-,  ^  i. 

III.  3 
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\'oIlI   la   coiiihiiKiison    sur    lafiuellc    nous   allons   porter    nolii- 
altenlion  : 


X  _["(/  — /o)(^-^)^^  —  ^)]^ 


Elle  salisfail  aux  conditions  donl  nous  venons  de  parler.  l*our 

trouver  son  expression  rationnelle  en  Zq,  supposons  encore,  dans 

le  raisonncmenl,  "'2=1.  Considérons  la  valeur  parliculicreZo  =  o. 

ipii  rend  .1  infini,  donc  A  nul.  L'équation  f;))  nionlre,  pour  A  in- 

lininient  petit,  une    racine    finie  et   cinq  racines    respcclivenionl 

1 
égales  aux  diverses  déterminations  de  (■pjA-)".  Il  en  résulte,  pour 

T(),  une  partie  principale  proportionnelle  à  A    '.  Mais  on  a 

Le  dénominateur  de  To  contient  donc  le  lactcur  /-[.   iJe  plus. 

il  se  réduit  à  ce  seul  facteur.  En  effet,  A  ne  devient  pas  nul  pour 

d'autres    valeurs   de    Z„  ;    quant   au    numérateur   de    T„.    l't'cpia- 

lion  (^())  nioulre  qu'il   devient  infini  avec  A  seulement  et  (pi'alors 

1 

'J'o  reste  fini,  car  les  sis  racines  /  sont  de  l'ordre  de  A'  cl  unt  des 
valeurs  priiici|iales  différentes. 

Envisageons  maintenant  la  valeur  Zo  =  —  4)  1"'  donne  J  =  1, 
0-3=0.  Nous  avons  déjà  examiné  ce  cas,  qui  correspond,  ponr^n, 
à  la  valeur — '^gi-  Le  facteur  (/  —  /o)  n'est  point  riid  :  mais 
(/, —  /,)  et  (/o  —  ^3)  sont  égaux  à  zéro.  En  effet,  a-,  et  j,  sont  les 
deux  racines  carrées  d'une  même  cpiaiitité  g.^\  et,  d'autre  part, 
["('•gulité  (8^  donne,  gi  étant  nul, 

W,  =  M;  -  i'.l  ;—  11. 

.Semblablemciit. 

3/1=  3/j  =  A'!(;'--  •). 

\.v  iiuiiH'iali'ui'  de  l'o  cuiiliciil  donc  le  facteur  (^Z-+-4\  mais 
avec  (pifl  e\|)usanl  ? 

lùanl  prévenus  de  l'existence  de  deux  racines  douilles  (1;im> 
l'équation  (())  pour  le  cas  ^^3  =  0,  nous  nictlons  aisément  <i'll(' 
équation  sous  la  l'cirme 
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La  (lifFérence  des  racines,  qui  deviennent  égales,  a  visiijicment 
|)oiir  partie  principale  un  terme  du  premier  degré  en  g^.  Le  nu- 
méraleur  de  To  contient  donc  le  facteur  i?J  et,  suivant  les  éga- 
lités (33,  36),  (Zo-I-  4)  y  figure  au  carré. 

Le  numérateur  de  To  ne  contient  pas  d'autre  facteur  que 
(Zo-f-4)"-  En  effet,  quand  Zq  devient  infini,  Tq  reste  fini;  c'est 
ce  qu'on  a  déjà  observé  tout  à  l'heure  à  propos  de  Flnpotlièse 
A  =  X,  qui  répond  à  ce  cas;  par  conséquent,  le  numérateur  de  T,, 
est  du  même  degré  que  son  dénominateur;  d'où  la  conclusion 
annoncée. 

Il  est  donc  établi  que  l'on  a 

le  coefficient  a  étant  purement  nuÊnérique.  En  déterminant  ce 
coefficient,  nous  aurons  une  nouvelle  preuve  de  la  composition 
du  numérateur. 

Quatre  égalités  pareilles  ont  lieu  à  l'égard  des  autres  racines 
Z(,  Zo,  Z3,  Z,.  Le  produit  des  cinq  quantités  To,T,,T2.T3,T.i  est 
fourni  par  la  relation  (12);  en  sorte  qu'on  a 

suivant  les  équations  (34,  35), 
Il  en  résulte 


3'»  0 

^  5 


5^  5 


Revenons  à  Finconnue  X;  nous  aurons 

X„=^,|^ 3l J 
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fil  soilr  (liic  les  fini|  racines  (\c   l"o(Hialioii  {'■^'1)  sont  C(iiii|)ilso> 
dans  la  foiiniilc 

où    les  indices   sont   cnlcndiis   dr    la    même   manière    fjiie   dans    la 
l'urniulc  ('.f^)- 

Nous  en  avons  fini  avec  la  rcclicrclie  des  équations  les  |)lus 
simples  dont  dépend  le  problème  de  la  division  des  périodes  par  .">. 
Ces  équations,  du  cinquième  dei;i<',  ne  sont  ])oint  résolubles  par 
radicaux;  on  en  aura  la  preuve  quand  nous  montrerons,  un  |)eu 
plus  loin,  que  toule  équation  du  cinquième  degré,  par  l'exlraclion 
de  racines  carrées,  iioul  èlre  ramenée  à  ces  équations  particu- 
lières. Sur  ce  fail  même  se  l'onde  la  lésohuion  de  l'étpialion  gé- 
nérale du  iiMi|uirme  degré  ]iar  les  fondions  elliptiques.  Pour 
cette  résolution,  comme  aussi  pour  le  problème  de  la  division 
par  5,  il  est  utile  de  savoir  exprimer  les  racines  de  nos  équa- 
tions au  moyen  de  séries.  C'est  à  <c  pcjini  de  vue  surlmii  (jue  le 
clioix  de  1,  au  lieu  de  x,  se  recommande.  En  nous  fondant  sur  les 
dé\eloppemenls  déjà  connus,  nous  allons  donc  examiner  le  déve- 
l(ippem(>nt  de  /  en  série  ou  en  produit.  Mais,  comme  ces  dévelop- 
pements devront  èlre  considérés  plus  liird.  pour  des  (puinlilés  ana- 
logues, dans  la  division  par  un  nombre  queleompie,  nous  allons, 
iiour  éviter  des  redites,  les  envisager  innuéilialemenl  dans  leur 
plus  grande  généralité. 


Développement  de  s")  —  )   <"  "'    en  un  produit. 

\ii   ('.linpilrr   \l   du   Imiic    I   i  |iage  1  ;)  1  \  on  a  \  u   s  inlniduirc   le- 

trois  (pianlités  ff((.ô)e  ,  dont  les  expression-  par  les  racines  r» 
rendent  (''vident  le  rùle  i];ms  lu  divisimi  des  pc'riodes  par  4-  Nous 
les  gi'néralisons  mainlin.inl ,  en  (•(uisidi'iant,  pour  un  nombiH!  en- 
iK'i  cpielciiiicpie  //,  l.i  ijii.iijlité 

/     -  \  I        /     -  \         Ûfi> 

/ 1  ifi  \  '       /  -1 10  \ 

I  !S  , 


'•(Ï)  =  -'-(t) 
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l 

OÙ   2w  est  une  |)c'riocle.  I^e  lacteiir  A'"  esl  iiilrocliiit  pour  loiirnir 
une  fonction  homogène  dadeeié  /.l'ro. 

(^iiand  on  ajoute  une  période  à  rargumcnt  d'une  fonction  j, 
cette  fonction  3'  se  reproduit,  multipliée  seulement  par  une  expo- 
nentielle; c'est  donc  une  paieille  modification  que  subit  la  quan- 
tité A  quand  on  modifie  2ô3  en  y  ajoutant  le  produit  d'une  période 
par  n .  Mais  il  importe  de  i-cmarquer  le  cas  où  cette  période  ajoutée 
est  aoj.  On  a 


I)  autre  part,  si,  au  heu  de  àtô,  on  prenait,  pour  former  ),,  la 
période  a(/? -(- 1  )ôj,  il  faudrait,  au  second  membre  (3iS),  mellrc 
(/?  +  I  )v^  au  lieu  de  •?;.  T^a  relation 

^^ln+I)=  — ',       -2r|W(-H) 


combinée  avec  la  précédente,  donne 


<'5<J) 


■•>.  (  /i  -^   I  I  CÔ  1  ,     ,'  •).  (ô  \ 


C'est  le  résultat  que  nous  voulions  établir.  On  doit  se  rappeler 
(|ue  î  est  égal  à  —  i  quand  ù  est  elTectivement  une  demi-période  : 
£  est  égal,  au  contraire,  à  -(-  i  (piand  w  est  une  période. 

Soient  2(0  et  2w'  les  périodes  que  l'on  choisit  poui-  former  la 
quantité  7,  qui  apparaît  dans  les  drvelop|iements  en  séries  ;  (jn  aura 

/.  et  /.'  étant  des  nombres  entiers.  Employons   la   quatrième   for- 
mule ('.a)  de  la  page  4oo  (t.  I),  savoir  : 


n 


I  —  q" 


n- 


—  niii  r.~-^ 


mu 


I  —  fj'"-     1-i      I  —  q'" 
m  =  2,  ,'1,  ()....,-!-  K. 
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INoii>  \  mcllnins  —an  lii'ii  di-  //.  On  :i  il'iiliurd 


r,u-       2T,oj=        aii>   /_  A' IT.  ,       ■j.t.dt       kk' i—       k'-ÏT:  eu' 

2to        /j'ui        /«'«•>  V  '  '     '         ""  ""  ""      '" 


1,11-  _  ir,G)-  _   aôi   / 
2to        II- ta        II- ta  \  ' 

T,ii'      _*î/^    t£iz?    /^-\' 

su)    —  g       «■'  g"    n~  fj~\7j    , 


«Vît    *; 
e  "  q"  • 


Si,  [loiir  al)i'i'jfcr  récriluri',  on  pose 

I  ITT  Cil'  ÏÏTt 

(}  —  r/"  =  e'"^  ,  a  =  e  "  , 

t 
après  avoir  niullipli('  par  A'',  suivanl  la  foiinulc  (  1.  I.  p.  ]o:i) 

1        _     1 

(40)  A'-  =    -<7«  11(1  —  «'")-. 

tu 

on  oblienl   !<■  (I('\  clopprniinl  dcMiandé 


«    )(  I  3(-<0/llH-  î<'  I 


Les  quantités  Op^. 

ISOns  a\((ns  prt'Ci'duniniinl .  dans  la  tlivision  par  ."),  éli-  conduils 
à  distinyni-i'  K's  diverses  racines  par  un  indiee  y.,  elioisi  de  l<lic 
sorte  ipie  la  i-acine  d'indice  'j:  corresponde  à  I  ari;unienl  i  {  m'  -t-  ui.»  )  ; 
tandis  (piiiiH'  aiilre  racine,  sans  iiuliee,  rorres|t(ind  à  l'ari^uinenl 
W.  (.elle  noialiiiii  -r  i,Ép|Hiilr.  il.liilenis,  à  n  11  clii  il  \  ail  il  I  ra  I  re 
des  deux  |)(''ri(jdcs  mo  el  ■.'.<.). 

Il  V  a  lieu,  dans  le  cas  le  plus  général,  d  oinplover  une  sein- 
hlajjle  notalioii.  Nous  considérerons  (/i -4- i)  urgnnienls  «',(»•„, 
Wf  ■  ■  ■,iV,i-i'  déCniis  ainsi  : 

(42)         11'    =    ,  (I'|ji  =    -    ((U    -1-  [ItU  I  ,  IJl   :^   O,    I (Il  II. 

Avec  cliaeiin  d'eiiv,  nous  envisagerons  ses  niiiiliplc-  en  inuis  Imi- 


s 
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luinl  à  le  multiplier  pai'  i ,  y,  .  .  . ,  (  //  —  i).  Ces  (  n  —  0  multiples 

sont,  tous,  de  la  lonne  ^-  Pour  cluicun   d'eux  ,   nous   iirenilrons 
n  '  ' 

la  quantité  a  et  nous  ferons  le  produit  de  ces  (/;  — !  i)  quantités  ).. 
Pour  une  raison  que  nous  allons  d'abord  reconnaître,  nous  envi- 
sagerons ce  produit  comme  un  carré  ;  nous  le  dénoterons  par 
fj-  ou  par  fjy  ,  suivant  qu'il  dérivera  de  iv  ou  de  w^^.  Nous  posons 
donc 


(   bj,  =  A  H'ij .  ).  -1  (l'ij .  .  ,  A  (  /(  —  I  )  «',1 
D'après  une  propriété  fondamciilalc  de  la  fonction  d,  un  a 

n  II 

pourvu  que  w  ne  soit  pas  une  période,  ce  qui  a  lieu  effectivement 
quand  aw  est  égal  à  mv  ou  à  luv^,,,  aw'  cL2oj  formant,  on  le  sup- 
pose, un  couple  de  périodes  primitives.  D'autre  part,  d'après  la 
définition  de  A,  si  l'on  y  remplace  w  par  («  —  'jw,  il  faut,  au 
second  membre  (38),  mettre  aussi  («  —  r)f,  au  lieu  de  y;.  L'identité 


■ : 2  7.(0 

e  "■         =  c       "■■      e 


(v-O 


combinée  avec  la  relation  précédente,  donne  donc 

lA  n  —  /•  )u'  —  ).(  m-  I. 

Si  donc  n  est  un  nombre  impair,  les  seconds  membres  {/{■'>)  sont 
des  carrés  cl  l'on  peut  en  conclure 

0  =  Xir.  X a  ir .  .  .  X  i  ( /(  —  i ) ir. 

(^uand /;  est  |)air.  il  y  a  un  Icrnie  milieu  Aoj,  que  dépi  (t.  1,  p.4oi) 
nous  avons  vu  sous  forme  de  carré,  et  B-  se  présente  encore  sous 
forme  de  carré. 

Dans  le  problème  de  la  division  par  5,  les  quanlilés'i-  (avec  /?  =  5) 
se  présentent  d'elles-mêmes  :  on  a,  en  effet, 

^  2  (0    _^  0  (0  I 

44  )      a  —  b  =  n-~—p^—  =  =  ^ , =  Ai^  0-' . 


I  iiiii^ii  Mi:  r\ii  I  IL.  I  II  (liMi.N  I  >. 


Par  ciiiisi'Uiicnl ,  au  laclciir  A  '  |>i'i>  ,    les    lauiiirs    /.    l^   cmnculonl 
avec  1rs  Inverses  de  0-  el  de  d,;.  On  conipreiid  niaintcnniU  la  rai- 
son ixiiii    l.ii|iirllr    il    \    a    lieu    d'ein  isaj;ci\  dés  à  préseill,  les  cli'VC- 
iiiiiieiiieiil  ^  de  les  (|iiaiil  ilis  'j. 


Développements  des  quantités  O.j  en  produits. 

l.e  Mlle  iliss\  nul  ni|nc  i|iie  I  un  Lut  jouer  aii\  deux  |)('Tlodes 
•I  2(0  dans  la  (|iiaiilili-  //  eiili.iine  une  dilliTeiiee  entre  les 
i|évelo|)])eiiieiils  de  0  et  des  (|iiaiililés  anali)j;iies  O.j..  Pour  '),  la  lor- 
niille  I    [i   >  diiinie  il  alioril.  /     ('lanl    nui. 


'.  (.)     e 


■/.  I /,ir  1   —  /yii    ,~L',  I  .y/.   I  j    1,,  j/.((mH-),|  —  3t-*(V«n). 

lin  |uenaul  siieccssiveiiieul  /,=:  i  .•.>.,...,(  /)  —  i  i  et  iuulli|diaul 
nieiiil)i'e  à  nicinlu'e,  un  dliliciil.  |M)ur  li'>  |iriniiers  laclciirs,  le 
jinidni  I 

(       il  >"■  I  .       ■    ^  (   •    «  )  ■ 

l.e  leiiiic  içénéral   i     -  y.''t.)""'  :=;  ;  —  x'' //'"  loiirnil  le  |iniduit 
(  I  —  yi<j"'  )  I  1  —  %■)/'"  ).  .  .  I  I    -  oc'-  '(/'") 


7" 

l,,m,  _ i. 


1  — y'" 

e'est  le  même  ri'-iillil  iiiir  IcMiinil    le   terme  \  —  y    *(^""',  en  sorte 
ijuc   l'un   .1 

'I    I 


-        I  I  /  I    -  '/  ""  \- 
iti 

'  .cinsulcîiuis   in.iiiili'uanl   ')^  il ,  pnur  ci'  lui  I .   pii'inuis  A  I  -      l>  on 
~u|)|Misanl 

—  =  //leti.  /.  —  /ri.  /.'    -  /». 

(  )ii  aura,  en  ce  cas,   eu  iiielt.inl  7/'  au   lieu  île  m, 

j(  !  *  (  |Hi«  •  iV  —  j  ■  /j[i  (IS  /!«     s  /i  — .  (  il*()l  (/"i  =  /i  ; 


ciiAriiiu;  I. 
car  y.  esL  une  racine  ii'  ""'  de  l'unilé.  I^es  lacleurs 


I  -    a 


',/■ 


()2/.'^       ,  _  x/.Qm«  +  2/.' 


de  la  Ibrninlc  (4'  '  ilonnont  .unai  des  lacleurs  n\anl  In  lornie 

où  /;  z=  (),  I ,  .>. Si   I  <in    prend  lous  les   pareils  racleurs,  avec 

/i  =  i ,  2,  . . .,  (  n  —  I  I,  les  exposants  pn  -+-  h  reproduisent  tous  les 
entiers  positifs,  (  iiacun  une  seule  fois,  à  l'exception  des  mul'iples 
de  /?.  De  même,  les  farieiirs 

dans  ces  mêmes  conditions,  rcprinluisciiL  les  mêmes  exposants.  Le 
prodiiil  dr  tous  ces  facteurs  est  ainsi 


ll[i  — I  y.V-q'-)i'  y- 
ll|  I     •(  otH-(^)a)"/'p 


n 


I  —  e     " 


«;  =  ■>.  î ,  G.   .  .  . ,  x . 


l'.n  dernier  lieu,  les  lacleurs 


par  suite  de  l'é^alilé 

h  =„  - 1 
2  hU,-n)=r 

iloiincnt  le  produit 

en  sorte  (pie  Ion  a  llnalement 


n( n- —  I 1 


I  n'— li|Xi7I  )i  -—  I 


(4())        oâ=t"-'f 


-ll!J./7t  )/  — 1 


n 


i  —  e    "      ç" 


i  —  (7" 


I/attention  est,   de  suite,  appch'C  sur  le  produit  de  toutes  les 


tpiantités  ^H. 
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l'om   mic  même  valeur  de  :',///,  non  niiil(j|ilc  de  //,  les  faclfui> 


(JL///»^        11} 


OÙ    a  =  o.  1 ( /( —  1),   lidniirni    Ir   |ii(Mlnil    i  — y'",   de   sorle 

que  les  faclorielles  FI  des  diverses  quanlilés  flji  fournissenl.  |)(mi- 
|)rodnil  , 

lit 

in'i  .',  //(  doil  être   non  mulli<)l<-  de  /(.    (l'esl  juslemenl  I  inverse  de 
la  faclorielle  (|ui  figure  dans  fj-,  en  sorte  i[ne  l'on  oluienl 


n(/t— Il 


—  ln-\,{n-—\\'~, 

(Î7)  0-0i";...0,;_,  =/,(-U     '      e  '- 

Au  eus  /)  =  j,  on  a  ainsi 

(00„0,0,0,Ov)î  =  5 
el,  par  conséfjueni,  suiv.inl  ri';;;ililé  i  44 '• 

ce  qui  csl  conforme  à  l"i'(|ii.ilion  [{)). 

Développements  des  quantités  0^.  en  séries. 

Les  faclorielles  qui  (iguiinl  ihms  ri\|)ression  de  'jH  se  dévelo)»- 
|)enl  en  séries,  d'après  une  formule  exlrèmemcnl  remarquable. 
On  la  doit,  à  lùilcr  el  elle  se  démontre  très  aisémeiil  par  la  eonsi- 
dération  des  si'-ries  .j. 

IVenotis  I  i\pr<'s>luri  de  .j,,  en  si-rie  el  <  ii  jnuduit  (I.  I,  p.  40'))'< 
en  V  mellaril  ;  pour  rexpoiieiillelle  e'"'',  dénotant,  de  plus,  les 
nombres  pairs  ftl  par  2/>,  Irs  rinnilircs  impairs  /i  par  •■/'  —  i  .  Non- 
avons  ainsi 

+  "  «> 

^(--l|/'7/''j«/'=  JJ(|  — ryS/'    I  ;5)  (I  —  y'/'-l -->)  (|  —  </■!'). 
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Désignant  par  ,/■  une  varialjle,  prenons 

:i  1 

ej  =  X-  ,         z-  =  x- . 

Nous  avons  alors 

On  voit  que  tous  les  nombres  entiers  positifs  sont  reproduits, 
ciiaeun  une  seule  fois,  dans  les  exposants  du  second  membre;  par 
conséquent, 

-^   DO  /If  a/ï4-ll  se 

'V(  — i)/'a;      "       =  I  j  I  I  —  j-/')  =  (i— .r)(i  — x2)(i  —  »-3).  .  . 
—  »  i 

Telle  est  la  formule  qui  a  été  trouvée  par  Euler  et  dont  il  a 
lire  des  conséquences  arithmétiques  sur  lesf|uelles  nous  aurons  à 
revenir.  Elle  fournit,  notamment,  pour  le  iliscrimmaiit,  un  déve- 
loppement dont  nous  n'avons  pas  encore  eu  l'occasion  de  parlei'. 
D'après  l'égalité  (4")'  ^''^  effet,  il  en  résulte 

X  — 00" 

Nous  désignerons  par  V\</)  cette  série 
(4«)     F(f/ j  =  ^(  -  I)''  9''  3"+!'  =  I  —  q-—q''  ^  y'"-;-  ryi'.-  y^'..  .  . 
i*our  les  quanlilés  0,  les  développements  (4-^5  4^^  )  donnenl 

(49.)  '.  /    !x,z     r. 


0,  =  i^-     e  .-         q      -"        \(q)         ■ 

Un  autre  développement  a  été  trouvé  au  tome  1  [p.  aScj,  éq.  (47)]i 
savoir 

(5o) 


(7  •  V  (  —  I  )!'  (ip  -!-  j  )  ql'  '/'+!' , 
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fil  sorlf  (|uc  In  coiii|);ir;iisoii  avec  rt'\|)ression  ci-dessiis  donne 

(  '.i)     F»(7)  -^  I  —  Sy'  -  Jy«—  7712-4-  ...-;-(— i)/'  (ip -i-t)  ijp'p*" 

Il  l'ii  rcsiillc  pour  0'  l'I  01  «les  cvpressions  <'\|iliciles  par  les 
ipiolienls  ilc  deux  séries. 

Les  quantités  '1  dans  la  division  par  5. 

Les  ipuinlilés  ') ,  O^  soiil  au  iidiiiIiIi'  tie  1 //  -H  1  1  :  un  peiil  les 
réduire  i'i  des  <|uanlités  disllncles,  en  noniiire  iiioindrc.  Nous  nous 
occuperons.  f|uaiil  à  piéseiil,  du  seul  cas  /;  =  5.  On  a,  en  ce  cas, 

Dans  la  si-rie  K,  en  iiuniéTateur.  envisageons  les  lermes  pour 
lesijuels  le  noinlire  p.  de  la  (orniule  (  4''^ 'i  est,  ou  bien  nuilliple 
de  5,  ou  bien  iniilliple  ilc  .)  plus  3.  lin  ces  deux  cas,  l'exposanl 
/>(  .')/>  +  1)  est  un  inulli|ili'  de  j.  (>'csl,  en  niilic.  un  iKiniluc  ]>air. 

La  (pianlilé  r  '■•  ,  l'-lcvée  à  une  puissance  marquée  par  cel  expo- 
sant, donne  ruiillé.  I.i'  nniiiéraleur  esi  donc  |iartiellem('nl  com- 
posé de  la  série 

l",=  |     ,-  ,/2—  yf.—  ,/li_    ,ylC 

prn\eiiant  de  ces  lermes  et  où   j.  11  .ipparaît  pas. 

1mi\  isaj;i()iis,  en  second  lieu,  les  termes  où  />  est  mulliple  de  ."i 
plus  1  ou  plus  ■->.  L'expnsaiil  /'(■>/) -f- 1  I  est  alors  de  la  luiine 
n>/>'-J-  4,  L'I  l'un  a 

jj-'j:     i    10/)'+;         •.  (xiTi     i 
\f  '    q^j  =z  c    '     '/''/*''■ 

l/enseinlile  îles  lermes  ij-t'  eom|)(>se  la  série  siii\anle,  cliangée 
de  si';ne 

K,=  i  — 7!      fj^-'f"    ■'/".... 

l'.iiliii.  les  lermes  où  /<  esl  mulliple  de  à  moins  1  sont  alleclés  de 
l'ex  pillant  //{  .\  f>    i-  1  ),  ipii  esl  de  la  lorme    lu/;'-  ■.>,  et  Ion  a 


/     (K'it       I\I0/J'+I  l|ll1l       J 
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l'ensemlilc  des  lermos  tf-P  compose  la  sc'rie 

—  1-1-71''-+-  '/-»--  v'»...=  —  F(r/»). 
Effecli\  eineiit,  en  siipposanly)  ^^  —  .">«  —  1,  on  a 

((',/)  + 1|=  -    Bl-^  I  I- 

On  il.  linalcnienl, 

1  2(J./7C  J_  3:J.cjr       H 

landis  c|iic  la  première  formule  (4!))  donne 
F(,7;0  =  v/5f;M'(r/-'). 

Développement  des  racines  de  la  résolvante  du  cinquième  degré. 

Il  nous  faul,  des  expressions  trouvées  pour  fj  et  0,j,  déduiic 
l'expression  de  Xp.,  racine  de  l'équalion  (S.h.  fourme  pai' la  foi- 
niule  (  ■!"  ). 

Pour  abréger  récriture,  posons,  un  inslanl. 

1  -i  "  ^J-H 

q^V{q^)=iV.  1/    '•'F,  =  t',,  (/'^  F-i  =  f-j,  e"    =2, 

Fl  Y)0  =  .V,  F(  <i  lOjj.  =  «,j,. 

Nous  avons 

s,x  =  !■  -T-  -/I-'cj  —  z-l-'c,  ; 

nous  en  déduisons 

et,  par  suite, 

I  iV-+i^*>+4=  st-l^-M  1  —  a'')(i'i-f-a;2p-p-2)=  a(i  —  a5)(a-H-l'i -^  ai^f.). 

De  même,  on  a 

■S1J.+  •SiJ.+v=  -^i'  —  2-!^-''(n-  a''  )(i'i  —  a-!^+''C2), 

i   s„+i-i-S[j.+4=  2C  — a-tJ--Hi-t-ît3)(i),— a'-jJ-w,), 
(j3) 


3o  iiiiiisitMi:  l'Ainii:.   —   mAi;>ii-:NTS. 

Ces  derniî-res  (''galilcs  peuvenl  èlrc  li-ansforinées  si  l'on  olist-rvr 
(|uc  a  esl  racine  de  l'équalion  réciproque 

z*-r-  a' -r-  a-—  a  H-  1  —  o, 
(lonl  la  r<''soltilioii  donne 

^  (i/j  —  i")  =  a  -+-  -  -  ia(  I  —  a»  )  =  -— ^ —  , 


Les  dernières  foiinules  .■>  écrnenl  donc  ainsi 

Nous  a\()iis  enlin  .v  =;  ^  ,)  i'  el,  par  suite, 
<5J) 


(  s  —  Sp.  =  (/s — f)('  -t-  a-V-r, —  ïS^i'j. 


Nous  allons  niull  i|ili(r',  riiendjie  à  nK'ndne,  les  égalilés  (.")2  à  55). 
en  ol)ser\iirjl  (|n  on   a 

a'  (  I  —  2 ) (  I  —  a'  )  =  I  -+-  2 a'  H-  •>,  2-'  =  —  v/ï , 


iriiieU;nil  'j  ;iu  I 


K'ii  (|r  V  cl  cxli-.ix.iiil   l.j  iMCine  cai'i'ee.  ce  <|iii  ilorine 


K3,y)[(oi_Oji)(o^H-i-»p.+v)(Oj+,-0»+,)]' 
=  y5(a-K-i>i-l-  al*c,)[a-|*c,  — (/5-1-  i)f  — al*i'j] 
-,  [a-lit',-^(/ii  — lie— al^Cj]. 

Le  prodtiil  des  i|u.uilili's  0  esl  é^'al  à  ^  .") .  -ui\anl  r<':;aiilé  i^-r. 
divisant  par  ce  proiliiil.  puis  levenanl  à  N|i,  cpii'  doniu'  la  rcda- 
lion  (3^),  nous  a\oi!>  enlin 

\  /;TF'(y)Xa  =  (a-|if|-t-ïl^Ci)[a-|*<',    -(v/5-4-i)«»  — al*c,] 
(  -.ja    !M-, -♦-(v/j— l,)c  — al^«',|. 

(  )ii    .1    ici    liM',  arliilraircnicnl,  le    >i"iie    en    e\l|-,i\,Mil    la    racine 
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carrée.  Cela  est  permis,  à  condiliou  que  Ion  choisisse  en  consé- 
(|iience  le  signe  de  la  racine  carrée  \ji  —  i  ,  au  dernier  terme  de 
l'équation  (35). 

Or,  pour  ^i-;),  on  a  le  développement  suivant  (t.  I,  p.  446) 


6  I  -7   ^^    p=>n-I' 

Si-' 


,,=1 

()n  en  déduit 

v/27 


7  'V'    P''']''' 

■]  2d  î  — 7^'' 


en  sorte  que  la  partie  principale  de  |  y/.I  —  1  est;-; —  C'est  aussi 

ce  que  donne  la  formule  précédente  (  J6j;  en  j  prenant  la  partie 

principale,  on  a 

1 
1/3  X,j.  =  -x-^V-i-'l  +  ...  =  a-3lJ--7~  •■    

Le  produit  tics  cinq  racines  donne  donc 

v/r'nx  =  </-!-    ....        1I.\  =  -^  =  Iv'ï^^i- 

■!■;(]        .. 

On  ne  peut  manquer  d'observer  le  cas  particulier  J  =  1,  c'est- 
à-dire  0-3=  o,  dans  lequel  une  racine  Xest  nulle.  Parmi  les  quinze 
facteurs  qui  figurent  dans  les  expressions,  analogues  à  l'expression 
(56)  de  X^,  il  en  est  donc  un  qui  devient  nul,  suixant  le  choix 
(juc  l'on  a  fait  de  q  et  de  sa  racine  cinquième. 

Dans  ce  cas  ^3=  o,  si  l'on  suppose  ^o  réel  et  positit  et  qu'on 
prenne,  pour  w'  et  oj,  les  demi-périodes  dont  l'une  est  purement 
imaginaire,  l'autre  réelle  (w'  =  «w),  il  est  visible  que  l'on  a  /  =  <„ 
et  ^1  =  ^, .  C'est  une  conséquence  immédiate  de  la  relation 

(pii  a  lieu  (t.  I,  p.  3'2)  quand  g^  est  nul.  Comme  10'  est  égal  à  /w, 

■>,  oj                         2(' tij'-^  aïo) 
w  =   ^  )  H'u.  =   -. 
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.soiil  lii's  ainsi  : 

ii'j=  Al .         ii-|  —  —  (ii'i  : 
d'où  rcsulle 

.r„  =  —  jr,         Ti— r,.         /  — /„.         'i  = '•.- 

Ccsl  clone  If  lliclcni' coniniMii  à  .s,-^S;  cl  ;"i  ,v„ --- s  (|ui  esl  nul 


{\/ï  -\-  i)v  —  Vx  —  v,=  o  —  q~"  |.(/5 -+-1)17'  F(f/=j— Fi-4-  7  '  F.  |. 

i 

INiius  rappelaiiL  cuniinenl  V  (!/'•)  a  ôU' décomposi-  en  lioi-  iiarlic*. 

observant,  en  (inlic,  (|u('  t/  est  ici  cj;al  à  e~~\  nous  olilcnoiis  ainsi 


(5;) 


^/3e     ■•  Ffe-st)=F(<'    V). 


où  1"'  <lésij;iH'  la  sériri   pSi.   (  .f  lésnllal    ne  iliiil   |i;i-.  -liriHcndi'c.    Il 
résullr  (le  la  dotiljle  égalité 

1         '/i 

tiiii'  !  lUi  Iroin  r  |iai'  !  in\  ei'sion  ilc;  ih'tkhIc-.  Il  -iillil ,  |iiMir  dlili'iiii 
l'égaliu- (57),  de  supposer  ici  -A  —  à. 

l'Iij--  ijénéialciiieiil.  si,  liaiis  la  relalion  (.')S|,  on  siiiinose  -;-    =  //. 
"  II,,,, 

un  iil)lienl 

I     --  ■  <■'  -!■ 

c'esl-à-dilc.  à  I  c'^inl  îles  iju.inlili's  0  pour //  (pielconi|ue  1 /{(|  ). 

Il- 1 
()„=«•  »    (J. 

dan-  II'  (M-  (Ml  Ton  a  (•)' -  :  /(o,  ee  ipii  euric-pund  à  ,i':i=^  ". 
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lleveiions  à  X^,  doniK-  par  la  fonmile  (■)<)),  que  nous  l'Ci-irons 


ainsi 


1'' 

=  ^(Fi  +  ry*Fj[55r^F^(fy')-F<ry^)], 


<le  sorte  que  les  cinq  racines  s'obtiennent  par  li's  diverses  d(''tei- 
ininations  de  la  racine  cinquième  de  rj . 
Si  l'on  pose 

on  a,  suivant  l'égalité  (jH), 

on  sorte  tpie  le  dernier  facteur    dans    l'expression    cr-tlrssus  p('ul 
s'écrire  ainsi,  sous  forme  symétrique, 


)—<"'/';  '^'-lyri 


Résolution  de  l'équation  du  cinquième  degré. 

Il  s'agit  de  réduire  une  étpialion  du  cin(piième  degr(''  (luel- 
conque  à  la  forme  (35)  de  la  résolvante  en  X,  que  l'on  vient  d'ob- 
tenir. Xons  suivrons  une  marclic  inverse  et,  |)arlanl  de  ré(|niilion 


(59) 


/(X)=X3-r--y^X3-^5X  —  A  =  0. 


nous  clieicberons  d'abord  la  translbrniée  ijiie  l'on  obtient  en  [)re- 
nanl  une  nouvelle  inconnue  », 


(Go) 


XM^i 
X  — e 


r  étant  une  arbitraire,  qui  \a  ligurer  dans  /'(r' 1.  /'(c),  ....  Nous 
«■;crirons,  pour  abréger,  /', /',  .  .  . ,  sous-enlendant  la  lellre  c. 
III.  à 


34 
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On  .. 


Il   =  X  +  c  -T- 


X-c' 


l/S=  X'-i-  2cX  -t-'ic'-i-î  -t- 


f 

lu  =5c  —  (c'-i-t)-y. 


X  — c  (X-c)»' 


v„,=  ^^,5c!_4c(cîH-i)-^'-i-(c'--)-i)'(-^--^  ). 

^l«;2—  XH--  —    -"  -H  lUCÎ—  Cc(c2-(-  l)--y— (c'-!-  I  )=--^  • 

■>  J  •' 

Les  cocrii(i<iils  tk'.s  leimes  cm  (/'   cl  m'  sonl  ainsi  dcU-rminés 
dans  rc(]u:ilii)ri  i  lierclicc.  Si  on  la  suppose  mise  sous  la  l'ornip 

/.  m'  -r-  5  M  «'  —  3  L  U»  -r-  .  .  .  =  O 

cl  (lu'on  suljsliUie  les  expressions  très  simples  de/' cl/',  savoir 

/'=5(cî-i-i)--       /'=>.oc(ci-ri}. 
on  a  iiiii>i 


ou  Ijien 

M  =  —  Je*— ac--i-  /ic  -^i. 

1^6  dernier  Icinii^  île   l'équation  en  //  s'obtient  aisément  par  le 
produit  des  raeim's  : 


Il«  = 


ll(/-f-\)(t-X)  f(.i)A—i}_       l>'    -  V 


ll(c  — X) 


/(c) 


./■ 


(hiaiit   aux  deux   autres  termes,    ils  manquent  dans  1  l'ipialion. 
On  a.  en  ellrl , 


5(X  —  r)(  X»-t-  Il 


2à7i~ 2à xtih I  ~  Zà      7(x 


=  i>t 


(>es  deux  sommes  stuit  nulles,   puisipie  le>   judxuômo  inimc'ra- 
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leurs  sont  des  degrés  3  cl  2,  inférieurs,  de  plus  d'une  unilé,  au 
degré  de/(X). 

L'équalion  en  u  est  donc  la  suivante  : 

f.u'-i-5Mu'*-^-5hit^^-  /(--!-"  =0. 

En  posant  if  =  --■  on  a  la  transformée 

(62)  z'-- ïlz-  — 5/)iz  ^  n  =  o 

avec  les  coefficients  suivants,  où  Ion  a  remplacé  //  par  |  y'J  —  1, 
comme  dans  l'équation  (  35), 


(63)  ^J/=.(^)'l,  ^Jm  =  (^)M,  ^J«  =  (y/. 

C'est  maintenant  le  proljlème  inverse  qu'il  faut  résoudre,  cesl- 
à-dire  tirer  les  trois  inconnnes  p,  c,  J  de  ces  équations  (63), 
où  /,  i>i,  n  seront  donnés.  Pour  ce  but.  nous  allons  laire  connaîtn- 
une  identitt'  que  l'on  obtient  comme  il  suit. 

D'après  les  égalités  (61  ),  on  a 

(64)  cM -^L -+-!/=  o,         r/^M  =  (c-^-+-i)^ 
ou,  en  négligeant  les  multiples  de  (c--\-  i)-', 

Dans  le  poKnùme,  du  liuitième  degré, 

c'  L^  -.-  a e  l..\I  -T^  3  L/ -+-  •(  M^, 

on  peut  donc  choisir  les  coefficients  a,  |j,  ■'  de  manière  à  le  rendie 
divisible  par(c--T-  1)';   il  suffira  (ju'oii  ail  idenll(niement 

Voici  donc  ce  pol\nùmc  : 

ciL'-~^cLM  -  3L/-t-^M^. 
Les  coefficients  de  c"  et  de  c'  v  sont  nuls  : 

Ci"l-_i_Xil''        a    .    su    i  _ 
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I^o  poKiiùme  csl  ainsi  il  II  sixioiiii'  degré  sculeinenl  ;  c  csl  [c'--i-  i  )■' 
avec  un  f;iclciir  conslanl  (juc  nous  IrouvLTons  eu  prenant  c  =  o. 
Voici  ilniH    l'idoiililé  en  i|iir>liiin  : 

,.îL«--!/cLM  - -JL/h-^M»  =  (/.»^  V)(c'-t- •)'  =  VJ^^' -- «•/)■ 
lui  \  suljslituaiil  L,  -M.  y,  lires  des  relations  ((i3  i,  on  uljlieiU 

(6-J)  cm/-?-—  îr^'«?  —  ^'"       ''■'"'  '   "  ?''  '".'  "  "'■'' 

l,a  première  égalilé  (64^  donne 
(  (iC  I  (iiip  -i-  ln)c-  =  —  /p-. 

I  .liiiiiii.iii  I  c.  1)11  a  une  i'i|n.j|ii  iii  du  second  dej^ré  en  p, 
(67)     l-i/-p-—  ','  /m;.  —  3//i  -^^  m-)-i-  {mp  -i-{n)i  /'tp  —  iii-p  —  Iniii  1  -  < 

La  précédente  (66)  donne  c-  on  fonclion  de  i.  Pour  Ldjlenir  A. 
on  jteul,  des  ('j^alilés  (63)  et  (64),  conclure 

y\  M  m  p 


cf  -M         {c--r-\  f         /Il  p  ■+■  lir- 

el,  d'après  l'expression  de  M, 

((18)  /if  ^  -c'--acs— iH ^ '-i-' 

i  III  p  -+■  nr- 

On  a,  lie  lu  sorte,  en  lonelion  de  /,  m,  n,  la  constanle  //  de 
l'équation  (.")9);  l'inconnue  z  de  l'équation  ((Ja)  est  exprimée  en 
fonction  de  linconnue  \  |iai'  la  fiurnule 

1,'irralionnelie  p.  racine  de  l'é<pialion  du  second  ileijré  (<>-).  esl 
essentielle  dans  cette  furmulo  :  mais  la  nouvelle  irrationnelle  f  n'v 
(igure  f|u'en  apparence.  De  l'équation  (ap)  on  tire 

/( 

pour  en  conclure 

-jAr  — ct(\»  .   -!;?X>-4-S^l 

(  70  1  i  — ' . 

f«l.V-t-  lMX'-«-   'j\'-i'  J) 
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Dans  cette  dernière  formule,  on  ne  voit  apparaître  que  c-  et 
hc,  fonctions  rationnelles  de  p,  comme  le  montrent  les  égalités 
(66,  68).  A  la  vérité,/;  lui-même  esl  nécessaire  pour  composer  l'é- 
quation transformée  (  59)  ;  cependant  celte  ('quation  ne  change 
point  si  l'on  y  change,  à  la  fois,  les  signes  de  h  et  de  X.  Puisque  la 
formule  (70)  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  X,  il  esl 
donc  clair  que  l'irrationnelle  h  cslélrangère  au  problème.  C'estce 
qui  apparaît  plus  nettement  encore  si  l'on  envisage  la  transformée 
(i'i),  où  l'inconnue  esl  Z. 

Parles  égalités  (33,  34),  on  a 


X 


^ 


(  Z  —  I  )2  -T-  ô  Z 

Il  en  résuite 

3    o/)f  Z'  t     „ 

dans  cette  formule  n'apparaissent  que  Ac  etc-.  Enfin  la  constante  J, 
qui  figure  dans  l'équation  en  Z,  se  détermine  en  fonction  de  p 
seulement  comme  il  suit. 

Des  égalités  (63.  64),  tirons 

64  j  ^       ?"  (  c-  —  I  1^ 


9  c'(  m  p  -+-  ne- ) 

puis  substituons  l'expression  (<'(j)  de  c'-.  Il  vient  ainsi 

Cj  .  __       (  /o---  m-  —  hi  1' 
'''  9      ~  1^/n  —  m-^  )  ?  —  î  mn  | 

Parmi  les  cas   particuliers,   nous  signalerons   d'abord  celui   où 
l'on  a  c'-^  —  I.  Soitc  =  «;  l'égalité  (60)  devient 

u  —  \-^  i. 

fja    substitution    directe    dans    l'équation    (5i))    donne,    pour 
:;  =  -^  ,  la  transformée 

lU 

(3  —  ili)  ;3+  llps  .■!^_  5p'.  ;-f-  £35—  o. 
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Ce  cas  de  rc(Hialion  (<i'.<)  nsl  caraclérisi-,  on  le  voit,  par  la  con- 
(lilion 

(7!)  Un—  ',,11'^  o. 

<".flle  condition  salisliÉilc.  Tune   de>  racines   3  est  délcrniinéc 
|i;ir  ri'j^alilt' 

n       4  "i 


'^"  m       il' 


il  V  correspond  c-  =  —  1  cl. 


8  «• 

—  c/l  =  --I- 

i  /«' 

De   «clic   (Icrnicre  égalili'-,  où    lOii    mettra  /  au    lii'ir    de   r.    on 

conclura 

(Il  ,        II'  I  i()        /i"  \ 


I)  1  II'  I  10        /!■   , 

<j  "        m''  \  3        ni'  /^ 


tandis  c|i]c  l.i  Idiiiiuli' 1  -  <  1   |irésenle  son  second  inenibre  sous  la 
lornic  indclcrrniMcc. 

Il  V  a  cependant  un  autre  cas,  lorL  did'irnii ,  m'i  <•-  csl  encore 
efjal  à  —  1 .  En  supposant    c  =  /.  o»  a 

et,  d'après  les  (orniules  i^<)4  1, 

y\-if.      i.=-i/. 

Les  formules  (  03  ^  ile\  icnucnt 

Vi/        ïi.l?\       V-i'"     -'.!?•■       VJ"-     <;/■?». 

(  lu  ru  di'diiil 

(  V  ■''"'<  '5/"  —  i'"-)  -  ". 

Donc,  Un  —  4'""  élaiil  supposé  ilillV'r'cnt  de  zéro,  ou  voit  ipicl 
esl  ni'ccssairement  nul.  l/é(pialiou  eu  /.avant  alors  une  racine 
infinie  triple,  il  est  clair  que  c'est  ici  un  cas  limite.  La  formtde(-i  ), 
quand  on  v  supposi^  /,  iidiiii.  iliinne.  pour  la  partie  principale 
de  ;, 

I      /  t  h\  ., 
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Celle  quanlilt-   peut  avoir  une  limite   finie   si   c  tend   vers   i,   en 
même  temps  que  h  tend  vers  |/. 

C'est  aussi  ce  qui  apparaît  sur  la  formule  (')9).  L'équation  en  X 
a  la  racine  triple  X  =  t,  pour  /«  =  f  i-  Supposant  donc  cette  valeur 
de  //  et  c  infiniment  voisin  de  i,  l'égalité  (6g)  donne  z  sous  une 
forme  indéterminée  quand  X  devient  égal  à  i.  Mais,  pour  les  deux 
autres  racines  X,  on  aura 

(74) 


i{  X  +  i) 

Cette  considération  fournit  le  moyen  de  caraclériser  ce  cas  par 
im  calcul  direct. 

L'hypothèse /«  =  I  «  donne 

De  là  \ient,  pour  ;,  en  vertu  de  la  relation  (74)1  celte  équation 
9,;:2— 3ps-f-3p2  =  o. 

Ce  dernier  trinôme,  du   second  degré,  doit  donc  être  un  facteur 
du  polynôme  (6->.  ):  on  a  donc  identiquement 


-5^52^3/?i4;  — /ij  =  (2j2  — 3p5— 3p-)(a-'-+  3p;2-f-- 


■2  Jp- 

c'est-à-dire 


201  —  -  p^^T-  r— , ,  20  M  =  -  5» 

2  3  p^  2  p 

L'élimination  dep  fournira  la  condition  caractéristique  de  ce 
cas  où,  comme  on  voit,  p  est  rationnel  ;  le  premier  membre  de 
l'équation  se  décompose,  par  conséquent,  en  deux  facteurs  ration- 
nels, l'un  du  second,  l'autre  du  troisième  degré. 

Un  second  cas  à  signaler  est  celui  où  c  est  infini,  où,  d'après 
l'égalité  (71),  on  a 

i  =  7  p  Z . 

Prenant,  jiour  point  de  départ,  l'équation  en  Z,  on  voit  que  ce 
cas  est  caractérisé  par  la  condition 

(75)  //;  —  8m-  =  o. 


io  Tiioisi(:«i:  l'Amii:.         kiiaumfnts. 

PI  nue  I  nrir  cics  soliilloiis  ilonnc  les  résultais  suivants  : 


tjn  |)tiil  encore  li\cr  l'allcnlion  sur  le  cas  où,  l'une  (lr>  valeurs 
(le  p  élanl  zéro,  c  est  nul  aussi.  Si  l'on  prend,  en  cuire,  pif  =^  ', 

(Ml  iiliticnl  aiii>i  ré(|MatioJi 


^-  ,,  (^ /,.....- a)  =  0, 


9 

(lui   joue  un  rôle  ilans  les  iuiporUiules  reclierclies  de  M.  ("lordan. 
Nous  n'aurons  pas  à  nous  en  occuper. 

Les  cas  particuliers  précédents  induisent  à  modilier  les  for- 
mules par  l'emploi  de  notalioiis  convenablenieul  choisies.  Non.- 
poserons 

I  In  =  À,        m-  =  u.         — r  =  N  ; 


(76) 


'  III  s  -  -  j  II  —  z.       I  //(      «I-  ip  —  i  «1/1 


el   nous   rendrons   lo  Icirniuio  hornosèncs  à   l'égard  île  ;  cl  r..  On 
trouve  ainsi 

/- 0'  —    .V  lin  î  —  iln-i ;/(»  =  -rr— ?  > 

3        '  <i  l-n* 

Cette  «pi. inlili-  l    e-l  lioniogéiu- aussi  à  l'égard  de  v.  et)..  I,éi|na- 
lion  ((i^)  picnd  alors  la  loiiiic 

C;;)  U -1- Hi»  N  {t,  -  <>. 

{/expression  (6())  de  <•'-.  irmliir  liomogène,  de\ieiil 

I..1  loiiuule  (  -'  ].  <pM  lidiHic  .1.  >(■  Ir  ,in>l(U'ine  en  celle-ci 
tj'i 

I 

OÙ   I  t>l)  il   po>t' 


9  /•ir'iiir^ 


V=M!'--3).);'+'i:*;', -^!".'- 


cHArnui:  i.  4' 

En  la  rendant  liomo£;ène,  on  oliiicnl 

T,  [I   'J.  —  X  )?    +    l^-',]' 

OU  encore,  faisant  disparaître  N  par  le  moyen  de  l'égalilé  (77), 


Dans  celte  dernière  formule,  J  apparaît  comme  dépendant  de 
deux  variables,  les  deux  rapports  [a;a  et  ^:y,.  Les  deux  quantités 
J  et  J|,  qui  correspondent  aux  deux  transformations  d'une  même 
équation  (63),  sont  alors  liées  ainsi  :  soient 


J  =  1< 


(M)-  '■-"(^:^)^ 


on  aura,  siiivanl  (77  ), 

laiidis    que    la    qiiantih'   N,    caraclérisanl,    avec    le    rapport    'j.')~. 
ré([ualion  (6:i),   est  déterminée  par  la  iidalion 

(7'.i)  (.i|J^  — 3À)-M;-^i-^--f,;i)—  ■2;Ji(64;j.2— Hi);j./.  ^-  V'  /.^)r,r,,-i-  a^N  •/,■/, i  =  "- 

Nous  devons  examiner  le  cas  où  réi|iialion  (6',)  en  ;  a  une  ra- 
cine double. 

L'équation  en  X  n'a  point,  en  ce  cas,  de  racine  multiple;  on  a 
vu,  en  efTet,  que  les  racines  multi|)les  de  cette  équation  (et  ce 
sont  des  racines  triples)  se  présentent  dans  le  cas  J  =  o.  En  con- 
séquence, deux  racines  X  et  X'  correspondeni,  à  la  fois,  à  la  ra- 
cine double  z,  suivant  la  formule  (6()) 


X5+  I—  -^  (X --(■)=  o. 


On  a  donc 


(80)  X-i-X'=-^,  XX' = 


On  doit  avoir  aussi 

_  /(X)-/(X') 


(X^-X')l-3XX'(X--X■)■^ 
-hX2X'2-+-îJ'[(X  +  X')2-XX']+  j. 
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Siibsllliiaiil   Ifs   expressions  {^i>)  <lc  X  —  X'  cl   <Je   XX'.  |iuis. 
■  laprès  ((i<")  I.  remplaçant 


"I?  --fi" 


1)11  iililii'iil  lii  cmiikIiIkiii 

I  H-(.-ugy_i2("'?->.^,^£).^5. 

Une  des  racines  i  tie  rcitc  ((iiiiiliun  s'olIVe  immédiatement  par 
i'ohservalion  suivante.  La  quantité  r,  racine  double  de  ré<|uation 
(62),  satisfait  à  rëcpialiun  suivante,  ilonl  le  premier  membre  est 
In  di'-rivée  de 

—  I  z'  —  j /^- -i-  ") m z  -^  /i ), 

,1  1  ■    1-  •  '1 

prise  piir  iM|ipi)r!  n      cl  iiiulii|ihcc  p;ir  t  ;    : 

(  89,  )  i/  Z-  \  III  Z       -  Il  r=  0. 

l'.ii  preiiiiiil  (jonc  0  =  j  :;,  on  a 
Vvcc  cette  valeur  lic  ;.  on  a 


/    s     .-  III  5  -(-  i  71 


par  coiisé(piciil.  r-  j.  Le  sif^ne  lic  c  il.iiil  iiidillViiMil,  picnoiis 

le  signe /'///.s.-  les  égalités  (80)  dcvienneiii 

(>es  enndlli<)n-<  sont  eileclivcuieiil  remplies  parileii\  r.iciiie-.  de 
lécpialion  en  \  d.iiis  le  cas  ciù  rmi  a  /i  =  J-,  i-omme  le  morilri' 
l'ideiilili' 

(X>-X  +  î)(X>+.\«-t-aX  — i)=X«H-ir'X»--  -.X-;  =/a)- 


^ 


riiAriTRK  I. 
On  trouve  alors,  en  nieUanl  c  =  ^  ii  \a  place  de  X, 

5* -7  .,  52 


m^ 


et.  d'après  les  ('■galités  1  64 '. 

L  =  M  -  —  f*  • 
D'autre  part, 

y  9       \9/        9        \3/ 

En  mettant  l  :■  à  la  place  de  z  dans  les  égalités  (63  ).  on  a  main- 
tenant 

/  = —  l  z'^,         ni  = —  '  ;■',         Il  ---  j  :;5. 

Dénotons  par  z-o-,  ai'  Heu  de  :;,  cette  racine  qui  doit  être  double  : 
nous  avons,  pour  le  polynôme  (62),  l'expression 

(83)     -» —  3  ;„  -- —  ^  ^^  ;  -4-  3  sj  =  (  3  —  ^ii  )■(  "'  -^  a-o^j'-T-  3  -j  3  -^  ;i  z„  ). 

|)ar  où  Ion  voit  que  ^o  est  Lien,  eireclivemenl,  une  racine  double. 
Aous  n'avons  pas  ainsi  obtenu  le  cas  général  où  le  polynôme  {6'i) 
aurait  une  racine  double.  Pour  ce  cas  général,  il  doit  se  trouver, 
dans  le  polynôme  en  ;,  une  arbitraire  de  plus,  et  ce  poljnôme 
aura  la  forme 

z''-+-  m z-  -+-  îm  z  -+-  n  =(;  —  z„y( z'^-{-  'xz^z'-^-  S^j  c  H-  3), 

d'après  laquelle  les  coefficients  sont  déLerminés  comme  il  suit  : 

i84)  '>l  =  '^~.\zl,         5m  =  ;„(3-^3-    -iS),         n  =  zy^. 

Pour  ce  cas  général,  où  [j  diffère  de  |^iJ,  il  est  clair  (jue  la  ra- 
cine p  =  |-;„  de  l'équation  (81)  ne  peut  convenir.  La  seconde 
racine  convient  donc.  Il  faut  donc,  de  toute  nécessité,  que  les 
racines  p  de  l'équation  (67)  coïncident,  toutes  deux,  avec  cette 
unique  racine  de  l'équation  actuelle.  En  d'autres  termes,  l'équa- 
tion (67),  en  p,  a  une  racine  double  en  même  temps  que  V équa- 
tion proposée  (62),  en  z. 
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iNi)u>  NiiiliiTons  celle  consé(|iienuc  par  un  calcul    tlirecl.  Clier- 
clions  dabctrd,  pur  ré<|uali(>n  (6~  ),  celle  racine  i.  On  a 

Le  cocllieleiil  de  z-,  dans  'l'i  ;  ),  es! 


■;■)■ 


III-         i  III 


III-  -^  3  m/ z  -~  /'-  ".- 


(Jouiinc  •I>(^;)  es!  nul.  on  a  dune 


'l> 


('H=) 


»i*-f-3m/--t- /Î32   ,       5(/«  — /-i 


/';■• 


',/:'- 


l'renani  la   lacinc  v   ijui   11  rsl    [ia>    nulle,   on  eonclul,   pourri,  ht 
vaieiii'  sui\  anie  : 


(85  )      p  = 


j/(/H  —  fz\~ 


\iii-^-  -  ml  z  -^-ijl-z-\^ 


3  ^i^m'--^^mlz-^-  l'z^)  ^{m'-^Zml z -r- 1^3^) 


(  )n  ri'niar(|niia.  111  |>a^>alll .  I<'  cas  de  I  (■«[ualion  parlieulièrc  (•^•i). 
pour  liipirl  //(  —  /r,i  i"-!  nul.  en  sorle  (|ue  la  nouvelle  racine  ; 
coïncide  avec  la  pr<''C(''denle,  comme  cida  devait  être.  Revenanl  an 
cas  {^l'uéral,  nous  lirons  de  la  dernière  (■(|ualion,  en  verlu  de  1;« 
relation  (  S.  i. 


ni  r,^-  -Il 


/: 


5  /«i  (  »J  —  /  3  >  ;  ' 


■{(/«*-+-  im/:  -+-  /•; 


/j«(8/H»-4-î/»/j-l-3/»j'l 

3{iiii-hiiiilz—/-:'- 


lin   recourant  encore  à  la  r<dalion  (S»'),  on   voit   le  factcin- du 
ntniK-ralenr  se  réduire  à  8///'-  —  /ii.   lievenanl  au\  notations  anl<''- 


rieures,  on  a  ainsi 


(8(1) 


$  =  ■ 


/-j 


Suisanl  lo  nolalions  (-(i  ),  muis  avons 

:{»?'t,  —  i(lii       /;i');       //)» 

_  (m'      //iXSf»'—  /«Va'  — (»»'h-  ^mlz-^l*s*)ln* 

"  «(»-i-3/«/3  -4- /«J'" 

«»'(«;;('        ()//(  1/3'  —  (  «I  -+-3/3  )//««' 
/»('-+-  3/;i/3  -i    /«3« 
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iJivisaiU  par  m  aux  deux  niciubres,  puis  reiiiplaçanl  ii  par  suu 
expression,  tiri'e  de  régalllé  (82),  nous  en  concluons 

1   3 m (-^'iml z  ^  l-z'-)  -y— J 

'         )       =  nn%m-~-'î(>ml  z  ^ 'x- l- z-)—  un -^  M:)\ni  ~-'ilz)- 
'        =  —  {11)1  — ■Mzf. 

Keiiiarcpions  fjue,  suivant  légalilé  (Hi),  011  a 

(im  ~-  3  /;  V-=  :i  «('-  —  ij./nlz  -:-  C)/-  z-  =  \ni-  —  3/rt  =  i  ;Ji  —  3/.. 
Nous  pouNOns  donc  conclure 

I  -A  ï 

(  8S  I  m  r,  =  — ^^ j^^  !  .\  ;j.  —  3).  )ï  • 

i{  ni-  -^  1  iiil  z  -^  I-  z-  ) 

(les  deux  relations  (86.  88)  doniieiil 
(Sç)  )  (  \  'j.  —  3/.)^;-  =  ;jLi,«;j^  —  /,  i-ï,^ 

Ce  résultat,  comparé  à  l'égalité  (78),  fait  voir,  conformément 
aux  prévisions,  que  la  quantité  p,  seconde  racine  de  l'équa- 
tion (81),  est  racine  double  de  l'équation  primitive  (67),  si  tou- 
tefois elle  en  est  efreclivcinent  racine.  Pour  acliever  cette  vérifica- 
lion,  il  faudrait  encoi-e  substituer  ç  et  r^  dans  l'équation  (-7)  et 
retrouver,  par  là,  pour  N  =  /î':/»^,  l'expression  conforme  aux 
égalités  (84).  Nous  ne  ferons  point  ce  calcul,  vraiment  superlhi, 
el  nous  allons  établir  la  proposition  réciproque  de  la  précédente. 

Observons  d'abord  que  la  relation  (8r))  entre  ç  et  y,  peut  être 
écrite  sons  la  forme 


<  ;)o  ) 


I81JL—  À)/;JL  (y4rj.—  3À)'' 


OÙ  les  deux  racines  carrées  sont  enlièreiuenl  déterminées,  la  pre- 
mière, comme  représentant  /«,  la  seconde  comme  représentant 
■im  -+-  'jIzo-  En  employant  les  expressions  (84)  des  coefficients, 
on  a  ainsi 


{91)        .  5</ix  =  z„{3zl--i'il        5v'4lJ'-3X  =  -^o(C-iiH-3). 

Il  est   maintenant  établi  que,   /.  et  ;<.  étant  déterminés  en  l'onc- 
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lion  tic  deux.  arl)ilrairc6  ;o  t-"'    ,i  suivant  ces  égalités  (<)i),   ç  cl  y, 

suivant  la   relation  (()(j),   alors  l'étjuation  (77)  donne,  pour  N,   la 

\.ilrur  sui\anli'  : 

-,s  .3  'Ji 

H::?,  — 9.31» 

Cette  simple  (ii)>ei\aliiin  >ullil  à  iiimner  la  |ir(>|)osilK)n  réci- 
proque, coninic  nous  avions  en  \ue  île  le  faire  :  ijuctnd  Tcqua- 
lion  (67)  en  p  a  une  racine  double,  l'i-ijualinn  (6:*)  en  z  a,  aussi, 
une  racine  double.  Il   faut  seulement  excepter  le  cas  paitieulier 

/  =  (),   iii'i  i"(''iiuatl(iri  (  ()- )   a  la    racine    double  3= — -  -  ;   ;   el   y 

sont  alur.s  nuls  cl  I  uualNse  ci-dessus  ne  s'applique  point.  Léqua- 
lion  (65)  peut  alors  servir  à  déterminer  <■'-,  qui  a  deux  valeurs  dis- 
tinctes. Ainsi  les  deux  valeurs  de  0  sont  égales  entre  elles.  uiai> 
les  deux  équations  réduites,  en  X,  restent  distinctes. 

Les  consid('Talions  f|ui  ])récèdent  ont  dû  l'aiie  comprendre,  (lan> 
tous  ses  détails,  la  (raii-ldi  iiialiini  de  l'iiiualioii  du  cinquième  de- 
f;n''  (Ov.)  en  l'éipialion  |)arliculièic  (juc  lniiiinl  la  llii'orie  de  la 
division  des  périodes  para. 

Le  tliéorème,  démontré  en  dciiiicr  11<'U,  |)ent  être  aisi-menl 
vt'rifK'  par  un  calcul  direct,  et  l'on  trouvera,  sans  dil'liculté,  que  le 
discriminant  de  l' équation  en  0  ('47  égal  au  discriminant  de 
ré(iuali(in  en  z,  multiplié  par  I- . 

\  oici  (iiinc  la  consétpieuce  :  étant  dnniiéc  une  éqtialioti  du 
ciiujuième  degré  (()'.)  prii'ée  du  second  et  du  troisième  terme, 
on  peut  ejc/irinier  ses  racines  e/i  /onction  raliunnclle  des  coef- 
ficients, de  la  racine  carrée  du  discrimimnil  de  cette  éijuation 
et  des  racines  de  l'éi/ualion  particulière  éi  lat/uelle  conduit  la 
dicision  îles  périodes  elli/>(ii/ues  /tar  T). 

Pour  faire  disparaître  le  second  el  le  lr(ii>iciiie  leiiiie  dans  une 
l'iMj.il  mil  iiiii-li'i  iiHjiii'.  il  Millil  de  i('-i>iiilre  une  l'ijiKil  mii  du  second 
de^r<'.  La  iiiliic  liou  île  loule  éipialion  du  cinqiiicnie  dej^ré  à 
1  «'•ipialioii  de  1,1  division  des  pé-riodes  exii;e  donc  seidcmenl  l'ex- 
liacliiiii  d'une  rat  me  carii'i',  oiilre  celle  ilu  dl^(  riniiiiaiil . 
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CHAPITRE  II. 

DIVISION  DES  PÉRIODES  PAU  7. 


Equations  générales  pour  la  division  des  périodes 
par  un  nombre  quelconque. 

Soit  /?  un  entier  par  lequel  on  veut  diviser  une  période  2w: 
soient  a,  [j,  y,  o,  .  .  .  divers  entiers  et  considérons 


Entre  </,  b,  c,  tl,  ...  on  peut  Iroiiver  aisément  des  ('qualions 
propres  à  déterminer  ces  quantités.  Ayant  clioisi  deux  d'entre 
elles,  a,  b,  caractérisées  par  les  nombres  a  et  [3,  prenons  la  somme 
a-)-  p;  soit  Y  =  a  4-  jj  cette  somme.  Les  trois  quantités  a,  h,  c, 
d'après  le  théorème  d'addition  (t.  F,  p.  3o),  sont  alors  racines 
dune  équation  avani  la  (orme 

(aj  4X3-^,X-^3=(}.X^lj.)5, 

où  X  est  l'inconnue.  On  a  donc 

a  +  6  -+-  c  =  |-  X2,        ai  -H  bc  +  f «  =  —  {  i,-,  —  {  À;j.,        aùc  =  -(ff-^-h  [x-  ) 
et,  par  conséquent, 

(3  )  (a  -i-  6  +  c  )(  :\abc  --  i?-.,  J  =  {"/'  ^  ^t'  -H  Cfl  -i-  y  ,;•.>)-. 

C'est,  comme  on  voit,  le  théorème  d'addition  sous  une  forme 
spéciale  où  n'apparaissent  que  les  fonctions  p.  Pour  cette  raison 
même,    l'équation    (3)     traduit    lUnc     quelconque   des   relations 

dza±  p±Y=:o. 
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Ahri-froons  li-  lani;aj;c  en  désignant  par  {abc)  celle  équaliun  ou 

~i>ii  jU'iMiinr  inriiilpii'  : 

(abc)  =  (au  -~  bc  -h  ca  —  l  ff.)*  —  (  a  -h  b  -^  c)(iabc  —  gt). 

Avec  a  el  />,  il  v  ;i  imc  iiiilrc  tjiKiiilllc,  analogue  à  c,  (|iii  donne 
lieu  à  pareille  éqiialion;  ce  sera  f/,  si  Ton  suppose  o  =  a — p. 
Nous  avons  ainsi  les  deux  «''qualions  (abc)  et  (nbd)  vt.  |iar  leur 
combinaison,  I "équalion  nouvelle 

( abc  )  —  ( ubd )  ,     ,         , 

—. ■  ■=  o  —(ab\  (■(/  i; 

c  —  a 

plus   sliniilc   (11    <r   inrclii-  l'^t   ilii    lroisii''mc  degré  sculeuK'iil.  I.a 
voici  développée  : 

{fiO;cd)  =  (a—  bf(c-\-d) —  ■iab{  a   ;-  A)-4- A  ^j(  «  -h  i  l-i- ^3. 

l'.irini  ces  équations,  il  s"<'ii  trouve  où  deux  ijuantili's  eoiiir nient. 
Supposons,  par  exemple,  [i  =  a  a;  alors  0  := — a,  <l=ii. 

Toutes  les  ('•(piations  entre  les  quantités  a,  b,  c,  .  .  .  lormcnl 
un  système  siii^ilioïKJanl,  en  apparence;  elles  sont,  liien  l'olendu, 
conij)atil)les  et  peuvent  servir  à  déterminer  les  inconnues.  Nous 
allons  les  envisager  dans  le  cas  /)  =  j  el  en  déduire,  ainsi  qu'on 
l'a  (ail,  au  Cliapilre  1,  pour  n  =  5.  des  équations  contenant  seule- 
ment des  lonclions  syniélricpics  de  n,  b,  c. 

Équations  symétriques  pour  la  division  par  7. 

Soiciil 

\  (1)  1  i  i"  •'  K" 

a  —  j>  —1  b  ■=  p  —  «         *■  —  J'  " ~  ' 

7  7  7 

au  nondirc  de  liois  siiilciiiinl.  ri  iIoiukiiiI  lieu  ,iu\  é(p.iations 
iribc).         {(iah\,  (bbc),         {cca). 

(  In  cil  il(  iliiil  Ic^  tliiis  équ;illons 

Ktl>',<(l^,  [br,<ll/K  irii:bc). 

que  nous  désignerons  ahrévialivemenl  |)aiA,  1!,  (!,  en  posant 
.\  -  «'—  .(«»/(       b-c-i-a-c  —  b'-ii  —  >.<tbi  -,-  Jé',(«  i-  i)-4-  .^'3      o. 


CHAl'lTHE    II. 


A9 


et  déduisant  B  cl  C  par  la  permutation  circulaire,  remplaçant  ainsi 
a,  b,  c  d'abord  par  b,  c,  a  pour  former  B,  puis  par  c,  «,  b,  pour 
former  C. 

Celle  i^ermulation  circulaire  met  en  évidence  la  nécessité  d'in- 
troduire, outre  les  fonctions  svmétricpies 


y  =  ab  -i-  6c  -^  ca 


abc. 


X  =  a  ^  b  -t-  c 

les  deux  combinaisons 

u  =  a- b  -+-  b-c  -h  c-a,         ii'  =  h- a  -r-  c'^  b  -+■  a- c, 

dont  la  somme  est  sjinétiiquc, 

u  -^  u'  =  .ry  —  3  i, 

ot  dont  la  diflerence  est  la  fonction  aUernée 

u  —  ((.'  =  —  (a  —  b  )(b  —  c  ){c  —  (/  ). 

Dans  le  calcul  vont  s'inlroduire  aussi 

i>  =  a'  b  -r-  b^c  -i-  I-''  a,         c'  =  b' a  -r  c^ b  -^  n-'c, 

([ue  l'on  fera  aussitôt  disparaître;  car  on  a 

(J)  i>=H./,-  —  .rc  —  la-b-,  (■'=;/'j-  —  xz  —  }L.n'-b- 

La  forme  svmélrique  '^a'- h-  et  la  somme  des  cubes  'ï.a'^  ilunl 
nous  allons  avoir  besoin, oui,  d'ailleurs,  les  expressions  suivantes  : 


(5) 


(   ^a'-b-=  a-b'^-h  b-c"-^  c'-a-  =  y- —  xxz, 
/   X  «3  =  <t'  -T-  i^  -i-  c^  =  x'  —  i  xy  -r-  3  ; . 


Arrivons  au  calcul  effectif.  Nous  obtenons  une  première  é(pi.i 
lion  par  simple  addition,  A  +  B  -|-  C,  c'esl-à-dirc 


ce  qui  donne 

et,  par  suite, 

(7) 

111. 


la^  —  3  m  —  6  c  -t-  ,:r2 -î"  -I-  3 ,^3  =  () , 


\u  —-  x'^  —  3 xy  —  3 ^  -r-  gtX  ^'i ,i,'3 


3  u  =  —  .r'-i-  6.r  K  —  G;  —  g^x —  'i gz- 
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De  là  résulte  la  comljinuisoii 

2  H  —  «/'  =  jr^  —  ',  ry  -i-  ffiT  -r  i  i'j. 

donnant,  d'après  (4), 

(8)  2t'  —  v'  =  x''  —  4 xiy  -i-  ffii-^  +  3^jx  — J--  —  ^a^b-, 

combinaison  dont  nous  allon-;  avoir  besoin. 

L  ne  seconde  é<jnali(ni  e>t  l'ournie  par  c\  -t-rtI5  +  /<(.;  on  a 

c\  =oV  — a6c(4rt  -^b  +  ic)-i-a-c-~  iV-H  4^.(af -i- te  )-t- ^»c. 

Il  en  résidle  l'équation 

(•'—  yxz  -+-  ■jt^L.a'-b'-T-  i:.'ir  -i-  ff3^  =  "■ 

r.eMiplieant  c'  par  son  expression  (4),  puis  ti'  et  la- h-  par  leurs 
expressions  (7,  5),  on  a  ainsi 

(9)  X'—  GjV  -*-  36x;:  —  ^y^-k-gi{x'-—iy)=  o. 

Prenons  cnlin  A  A  -h  cB-<-rtC,  ce  qui  donne  le  calcul  sui\anl 

b\  =a^b-r-b^c  —  b'a—.',  a'- b- -;-  <ibcia  —  ib)-^{  gi{ab  -+-  6'  ) -^  ^3 b . 
■iv  —  v'—4Za'ib'-  —  .rz  -H  {-  g^ix^'—y  )^  g:,x  =  o. 

puis,  d'après  l'cgalilé  (8), 

(10)  ,,  ■._  4.r2  K  4-  8-r-  -  5j''-t-  ï  «-«(S-J^^- j)"*"  i  "-^  =  »• 
Consid('roiis  enfin  ré(|nalii)n  (<//<r)  dans  sa  l'ornie  primitive  (3), 

(11)  ar(.i--A'3)-0'+  4(S'i)'  =  o- 

Ces  trois  éipiations  ((),  10,   l  1)  conslilnenl  !<■  svslème  s\  nu'triiiuc 
(uir  niius  voulions  obtenir. 

i'renant  .r  pour  iiiccniniie  principale,  nous  éliminerons  y  et  c. 
parvenant  ainsi  à  une  résolvante  en  ./  .  l'.ir  cette  inconnue  s'expri- 
miioiit  (•ii>uite  les  autres  inconnues  1  ,  r,  ainsi  cpie  la  lonclioii 
alleni(-e  {il  —  II'). 
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Équation  du  huitième  degré  pour  la  division  des  périodes 

par  7. 

En  éliminant  x:  entre  les  équations  (g)  et  (ii)  ou  bien  entre 
les  équations  (lo)  et  (ii),  on  parvient  aux  deux  suivantes,  que 
nous  ordonnons  par  rapport  à  v  : 

^y-  —  (I  .■?2  —  6^-  )/  H-  a^'  -;-  ffi-T-    -i-  9.^3^  -I-  ^6  n'a  =  «• 

■^r^  —  (  2  ^2  —  4  J^-  h-  —  3:''  —Ig-nX^  —  GffiX—    \    ffl  =  0. 

On  en  lire  d'abord  )',  exprimé  en  fonction  de  x, 

(i2)  (j/ix'-  —  ?,ff,)y  =  ■5j"''-i-4^2.r5-i-2i^^3.r  +  f|  ^rl- 

puis  celle  équation,  ne  contenant  pas  g^, 

(i3)  21  y--i-|^2jK  — 3^'— 2  ."i-r'-vf  ^|  =  o. 

Ecrivant  celle  dernière  sous  la  forme 

3' 

puis  substituant  l'expression  (la)  dej-,  on  a  l'équation  finale 

7[.r^-i-iS'-2^-—-^^ffl)(-î.r'--fjff,)- 
(■4)  l       '  '       '  ^ 

—  27f.r*-t-|^2a7î-t-7^3a;+^^n    =o. 

Le  développement  se  fait  par  un  calcul  assez  court,  grâce  à 
cette  circonstance  que  g^,  figure  seulement  dans  le  dernier  carré; 
voici  le  résultat  ; 


33.5.7 


I  33.5.7 

(i5) 

>3^  8     02  —  O- 


On  peut  représenter  cette  équation  sous  une  forme  symbolique 
très  simple,  avec  les  mêmes  symboles  qui  ont  servi,  pour  l'équa- 


:>'>.  ihoisiI;me  l'AmiE.   —  i'iu(;>ikm's. 

tidll    ;iii:iliiiriiO .   lhlll^   l.i  <li\isii)ti   par  f) .    Iji    l'cinatil    smiiIjoIkhic- 
inciit 

A«  =  î'î  fft,        A»  =  t  ^3,         A>  =  (  î',  ^j  )',         A'  =   L  ff, . {  i',. 
A«=(A.^,)>.         A'=  (iH  ,,-,)' (i. -3),        A«=(iL„.,)', 

ou  iicul  écrire  1  C(|uali()ii  boti>  lu  luiinc 

(x  —  21  A)(i^-+-  3A)'  4-  -■\x'=  o, 

par  où  sonl  mises  en  évidence  les  racines  'j.  i  A  et  —  J  A,  colle  der- 
nière scplnple,  quand  le  discriminant  s'évanouil. 

l'oiir  cliafjue  racine  .r,  on  a  y,  :•  cl  la  fonction  alterni'-e  //  —  //'=  /, 
au  moyen  <lr>  ('■(jinitrons  iI('|;l  Itoum'cs, 

it  ——i^a  —  b)(b  —  c)(c  —  a) 
—  -ij-' —  (j.rr  -1-  35  -I-  "y.gîX  -*-  GjÇ'j. 

Un  cas  particulier. 

On  doil  (ihservcr  le  cas  pailiiiilic  r  on  I  une  dis  racines  ./■  satis- 
fait à  la  eondiliun 

'!•'•'—  s  ffî-O- 

l)a|)ri''S   le  calcul    iiirrnc  (pji    inius   a  ciuiduil   ,1   ri'inialion  (li), 
nous  avons 

I  =  3  [X^-^  \  A',X!-*-  7^'j.l-  -T-   ;^^  g\^  =  o. 

i.a  racine  ,/■  ildiil   il  ^  ^ij^ii  csl  (luiililc.  Soicnl 

1  \x^-\g^^-  1-,         x>+  lA'.-r^-t-  7.^3.r+  -^/rî=  Q. 
la  condition  i'    -  n  donne 
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la  condllion  (^)  =;  o  donne  cnsuile 

(19)  S3"t  ^^-^^2l/-,Ç-,=  0. 

-"  ■  /       y    I 

On  volt  par  là  que,  celle  coiidilion  (kj)  élanl  salisfaile,  In 
racine  j',  cnllèremenl  dclermlnée  par  l'égalité  (18),  existe;  elle 
est  alors  double.  P;ir  l'c'quation  (i4))  en  prenant  ce  cas  comme 
une  limite,  on  a 

(20)  j--i- |,.?.2.r2 r- 81= :prA'5 

'•*  •  /  7  " 


et,  par  consé'(fuent. 


Sui\aiil   ritleiilité   \\'])   et  rex|)ression  (iiij    de  _r,   on   oblieiit 


y  =  <^'M  - . .'«  ±  ^  v/-  7)  ■ 


■/8 


Il  y  a,  de  la  sorte,  deux  valeurs  bien  délermin('es,  pour  )',  cor- 
respondant à  la  racine  double  x\  donc  aussi  deux  valeurs  pour  : 
et  pour  /,  d'après  les  formules  (l'J). 

Si  l'on  suppose  la  qiumlilé  (iO>)  non  point  nulle,  mais  inlini- 

ment  petite,    alors  deux   valeurs   de  x —     t/ ;A':i  sonl  inlinimenl 

petites  :  nous  allons  calculer  leurs  parties  princi[>aies. 

Soit  g.^  la  valeur  limite  (19)  de  "'3,  soit  x'  la  valeur  limite  (18) 
de  X.  En  se  bornant  aux  termes  |)rinci|)aux,  on  a 

O  =  (r  -  ■^')  (^)  +  7-^'(o°-3—  ^':,  ), 
sons  la  condition  de  mettre  dans  (  -;-  )  les  vaieuis  limites  .r'et  "'.,. 

\  dx  I  . 

Comme  on  a 

^,  _       ?..".3  ^     , 
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on  oljlienl 

/dQ\       2'. 3 

Mdvciiii.iiii  \.i  iihiiiiiii  lliiiilc  (■>.o),  nous  avons  ainsi 

.,!  3  r  u^  3  1  ' 

ou,  en  (livlsiiiil  |i;ir  ix''  cl  cxlravanl  la  racine  carrce, 

2'i'î(.r  — a-')  =  r'-  3j\/7     ^  ^-.j  j-  —  x'  )  -^  -(  /^i—  ,^''3)]. 

Nous  a\oi)s,  (le  la  sorlc,  les  parties  principales  des  deux  (juanlilés 
X — x';  elles  sont  du  mémo  ordre  infinili'simal  (pie  ::r.i — ^\^•  f 
imaginaires,  gj  ctanl  suppose  réel.  Ainsi,  quand  ^'3,  variant  dans 
le  domaine  réel,  passe  par  la  valeur^',,  deux  racines  .r  deviennent 
("gales  entre  elles,  mais  ne  passent  point,  comme  il  arrive  d'liai)i- 
lude  en  pareil  cas,  du  réel  à  l'imaginaire.  Elles  demeurent  ima- 
ginaires :  pour  cliaeune  d'elles,  les  signes  des  parties  imaginaires 
cliangenl  au  passage. 

Il  (  -I  l)on  d'observer  rpie,  pour  i'.i  =^  .i';,.  le  discriminant  esl  po- 
>ili(,  i'j  et  gi  étant  sup])osés  réels;  ou  a  elVectivcnient 

,  J.-'—  3'.  >3  9"      , 

eti'j  ildll  l'Ile  |Misilirpour  que  g-,  soit  ré-el  (19). 

Cas  où  cs  est  nul. 

Au  cas  i' j  =  o.  l'équalion  (  i')')  a  la  racine  (Idiiiilr  .;■  =^  o.  Si  I  on 
|)ose 

(21)  "=-^' 

o  1 

en   supposant   à   //   une   limilc  (iule,    l.i   Inime  1  1  j  )  de  r('(]ualion 
diiiiiie  imiHi'diiili'iiii'iil 

-  a».  3.5«— ^7=«-    3')'=o, 
u-ii{—x7^ini\/î). 
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Tout  comme  dans  le  cas  précédent,  au  passage  de  g^  par  zéro, 
deux  racines  x  deviennent  égales;  mais,  de  part  et  d'autre  de  la 
valeur  Oo=o,  elles  demeurent  imaginaires  :  les  signes  de  leurs 
parties  imaginaires  ne  changent  pas  au  passage. 

Ces  deux  racines  infiniment  peliles,  ainsi  que  leur  différence, 
sont  du  même  ordre  infinitésimal  que  g'i. 

Par  les  formules  (i6),  on  trouve  aisément  que  j'  est  infiniment 
petit, 

r  =  —  ^(a"  "  +  13)^2, 

et  que  z  a  deux  valeurs  finies 

(22)  x:  =  A(-irh3îV3)«-3, 

en  sorte  que  les  quantités  a,  ^,  c  correspondantes  sont  les  trois 
racines  cubiques  de  z. 

Les  autres  racines  se  trouvent  immédiatement;  car  léqua- 
tion  (i4)  se  réduit  à 

et  donne,  pour  x,  les  diverses  racines  cubiques  des  deux  quantités 
suivantes 

3-7^3(9-^2/21)=    -ffA   "'"^ 


2 
—    ,\  3 


-3.;53(.v/--9)=-7ir3(^) 

dont  la  seconde  est  de  signe  opposé  à  celui  de  g:t. 

Ces  circonstances  si  simples  s'expliquent  facilement  par  la  pro- 
priété 

(23)  p{'xu)=  ipu         (a3=i). 

que  possèdent  les   fonctions  elliptiques  (t.  I,  p.  82)  dans  ce  cas 
particulier. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  g3  réel  et  positif,  en  sorte  qu'on 
ait 

(2i)  — -=iV3 
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«m,  en  (riiiilrcs  Icrnics. 

,                                  .             /                                    —  I  -I-  i\' i 
i.ii)  tuj  =  Wi(i -*- aa),         a= 

Les  ar^uiiiriiis  ^d»..,  io).,,   I^io..  cJuiiiit'iii  lieu  à  des  fondions  i» 

^  1-1,-7-  Il 

réelles  et  positives;  les  ar^iinicnls  yto'.,,  fw'.,,  yoi'.,  à  des  fondions  j) 
ii'elles,  positives  ou  négalixcs,  mais  inférieures  aux  préTédenle-. 
Les  deux  seules  racines  .r,  qui  fournissent,  pour  n,  0,  i\  desqiian- 
tilés  réelles,  correspondent  à  ces  arguments;  ce  sont 

('  ^^  -T-   3   J/ 

\  ^  =   — ^—  s/lg^. 

(■'<■') 


(lu 


ni  Li  |iiriiiirre  répontl  à  y(Oj,  ...,  et  la  seconde  à  |to!,. 
l'oiir  (iislini;ner  les  autres  racines,  nous  poserons 

(l'u  =  ï  (  (0;  -T-  \i<Mi )  (|ji  =  I ,  •>. .  3 .  I .  "i .  G  ' . 

Ce  sera  I  ,ni;iinniil  île  (i^,  suflisanl  pour  caractériser  .r^.  Celte 
notation  est  semblable  à  celle  qui  a  é'té  employée  au  Chapitre  pré- 
cédent, et  on  la  retrouvera,  plus  loin,  pour  le  cas  général.  Daprè- 
cette  notation,  en  tenant  compte  de  (25),  on  a 

ii'j  =  î(uj(3  -r-  ai), 
vta  iio  =  '  loui  Sa  -f-  aa')  =ç  i  tuj(  3  —  ■^^  =  |(oj(3  -*-  aa  i  —  aw;    -  ir. 

et,  d'après  (a.i'l, 

«2  =  lin. 
On  a,  semblablcinenl , 

hi  =  acj,         Cj  =--  m.; 
d\)ù  résulte 

(t*  -T-   h»  '"   l'i  -^    X;   -=    O. 

l'areillemeiil , 

au,,   =  7  (uj(4  a  -  a  I  —  »tOi(aa  --  G)  —  itoj  £3  au'.-,. 

frj=a«s.        C5=aAj.        «i  =  ari,        .r5=o: 

aii'i  =  Jtoj,  X  =  ar|. 

ail';,  =  ltuj(aa  —  a)  r3  ii'i,  x,  —  ax,, 

aau'i  r=  1^(0,(3 a  —  a)  e-j  3ii',i.  j-,,  =  aji. 

aair«=  Sto,(  5a  —  a)  ~3  "in'i,  X|  =  axo. 
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En  résiimr,  x  el  J"„  sont  (lonin's  piir  les  éf;alilL's  (2(3);  puis 
on  a 

{■i-j     .ri—r;i  =  o,       Xi=a"-.r,       .r3=ar„,       x^^oi^Xo,       XG=o:.r. 

Nous  aurons  besoin  Je  cunnaîlrc,  dans  le  cas  où  i''.>,  au  lien 
d'être  nul,  est  infiniment  |)elil,  les  termes  du  premier  ordre  en 
"2  dans  ces  diverses  racines.  Dénotons  par  des  lettres  accentuées 
x\  .r',j,  x\,  ...  les  racines  quand  i'.,  n'est  pas  nul,  afin  de  conser- 
ver à  X,  Xo,  X,,  ...  la  significalion  (|ui  ri'pond  aux.  égalités 
(af),  iy).  En  premier  lieu,  nous  bornant  à  la  partie  du  premier 
ordre  en  ff-2,  nous  avons,  d'après  (21). 


Soit  posé,  pour  une  autre  racine  (pudconque ,  J'\,,^  x^,_-'r  <iii.- 
Dans  l'équation  (i.^)),  écrite  sous  la  forme  suivante  où  les  termes 
en  g'i,  i'I  sont  omis, 

a'-(j7« —  2.y.-jff3T^ —  V.y-ffl)  —  21  ,^2.r^(a7'-i-  -27,^3)  —    .  .  =  o, 

renqjlaçons  x  par  X^,,-\-  ;ij,  en  nous  bui'uaiit  aux  termes  du  premier 
ordre.  Nous  avons  ainsi 

a.r^Ca-jî.  -  'i'.y.^rs  )  ;a=  :(.'■;!. -^  27  ..C'a)  A'a- 

Soil,  j)Our  'j.,  une  des  valeurs  o,  i,  4i  fu  sorte  que  l'on  ail 
Xij.  =  a'"./-,,,  ///  étant  l'un  des  nombres  0,1  ou  •.*.  Mulliplianl  par  ./• 
aux  deux  luenibres,  et  d'après  les  égalités  (26),  nous  coucluon> 
\.i^  p y.-"' X ,  avec  cette  expression  de  la  (|uantité/)  : 


'^^^J/^^w^^'r 


IMoxennant  quoi  l'on  a,  pour  4'\,  infiniment  pelil,  les  expressiuii? 
ci-après  des  racines  x'  : 

jt'o  =  J"o -!-/).?■.  x'.^  =  at.x„^ py.-x.  x'-^  =  x-x^-t- poix. 

Soit  posé,  de  même, 

I  /  3G 
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Los  autres  racines  sont  oxpriniées  ainsi 

ar'=  ar-4-/?'To,        x\  =  :i^x  ~ p'ax^,        t'^=  xx ->- p'a^Xo, 

i'i  (iiioi  il  l.iiil  ioiiiilri- ./■!,=  .r'.  =^  o. 

iNous  avons  supposé  gj  positif;  si  ^.i  clail  nrjijalif,  il  faudrait 
('•(•linnger  les  expressions  (ad)  de  a-  et  de  .r„  d  linir  rompte  que 
!  on  a,  pour  ce  cas. 

On  peul  aussi  passer  du  cas  précédent  à  celui-ci  par  l'écliange 
des  périodes. 

Soient  (t);.  el  (o...  liés  par  la  relation  (24),  et  les  x  déterminés 
comme  on  \iciil  de  le  \i)ir.  Posons 

Wj  =  j'to',,  (Û;  =  £(0.,  fi'3  =  —g't, 

l'ii  (!ésii;naiil  p:irj)  lii  Innclion  cllipticpie  où  i'j  =  o  el  où  le  second 
in\  iii'iaiil  est  ^3,  en  sorlc  <jue  p(iM)  =  —  _pM  (t.  I,  p.  3i).  I,es  ar- 
j;umcnls  w  el  n\  des  laciiies  ./•,  .T,,.  •'■•/.  relatives  à  ce  cas,  ('-tant  ca- 
riclérisés  comme  précédemment, 

ll'O  =    '  COj,  H'^z^  I(t5'j   -^  VÏÔ;), 

on  a.  loiil  ilahonl, 

ïv  = — iivo,         iv„=('ir;         x  =  —  x^.         .ro=  —  x. 
l'iiin-  les  autres  arguments,  on  a 

Ml'v  =  j  (vto'j  —  ll>j  )  =ï   —  ('"'i  -i-  V-'^t  )^^  ''  "'(Il 
/ 

pniirNii  (pie  les  (1('N\  niliri's  a,  v  soient  lu's  pir  \:i  cuiiclilion 

(iv  — —  I         (nioii-), 

CI-  ipii  lionne  les  cas  suivants  : 

;à,  V  =  1,  r>;  ;i.  v  —  1,  3  :  ;t,  v  —  j,  5. 

I',n  d'antres  termes,  dans  le  cas  où  ;,•;,  est  ni''gatif,  après  avoir 
•'■cliangé  .r  et  j"o  dans  les  égalités  (a'î),  il  faut  aussi,  dans  les  rela- 
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lions  (2-),  faire  le  même  échange  et  y  échanger  aussi  les  indices 
I  cl  6,  2  el  3,  4  et  5,  ce  qui  donne 

Nous  étudierons  ultéricurenienl  les  racines  x  comme  des  fonc- 
tions (le  "3,  en  laissant  s'.>  constant.  Ce  que  l'on  vient  de  dire 
pour  le  cas  ^0  =  0  s'appliquera  alors,  sans  modification,  au  cas 
i^3  =  X,  comme  Ihomogénéité  le  rend  évident  :  on  aura  deux  ra- 
cines infiniment  petites,  X2  et  x^  ou  X3  el  Xj,  suivant  que  ^3  sera 
positif  ou  négatif;  les  autres  racines  seront  infiniment  grandes,  du 

même  ordre  que  \^3- 

Examinons,  dans  ce  cas  parlicidicr,  i^\,z=o,  les  diverses  va- 
leurs de  /. 

lin  correspondance  avec  les  deux  racines  x  qui  sont  nulles,  la 
dernière  formule  (16)  donne  l  =^  :■  -\-  'ig^,  c'est-à-dire,  d'après  (22), 

(3o)  «  =  î\-(9±'V3),°-3. 

Prenons  maintenant  une  autre  racine  suivant  l'égalité 
(3t)  j-3=  •21^3(9=   ■iy/.ii  ). 

Nous  en  concluons,  suivant  la  première  formule  (16), 
xy  —  3  (  T  4  ^  3  \/:i  I  )  .iTj . 
tandis  rpic  r('qualion  fi.'])  donne  aussi 

Par  la  seconde  formule  (i<i),  nous  avons  alors 

■2.:  =  (5±  \/-i-i)gz. 

\ln  substituant  dans  la  dernière  égalité  (iti),  on  obtient 

(32)  t^\{^±zy/Vy)g,. 

Les  trois  racines  x  que  la  formule  (3i)  donne  pour  chacun 
des  deux  signes  it  fournissent,  on  le  voit,  une  seule  valeur  de  t. 
Ainsi  il  y  a  deux  valeurs  simples  de  l,  que  fournit  l'égalité  (3o),  et 
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(Jeux  valeurs   Iriplcs,  assif^nées  pai'  la  formuii'  i  .1' i.    L'L-(|ir;ili(iii 
cil  l  se  rédiiil  donc  à  celle-ci  : 

(  33  )  (  7  /=  -  •>7^',  /  -^r  x-gf,  ){!'-  cjA'a  <  —  f-ffl  )'  =  o. 

{■.Il  ili'\  i'ln|i|iiiiil   cl  inclliiiil   /    —  .Vij';,,  on  li'()ii\i- 

(3i)         -.■<•'—■>:■'.  V  s'  -i-  i.S-'.  "..;«'■•— 3».;. v'-i-  y..  3».-*-—  V- -  ,<. 

ic'siilliit   i('ni,iii|M:il)le  à  caiisi'  des  Irois    Iciines   <|iii   iiitiiji|iieiil  .  ri 
ddtil  iioii'i  nous  sii\  li-ons  pins  lniri. 

Résolution  du  problème  de  la  division  par  7 

l'iiiir  ili,i(|ni'  racine  .r  de  ré(|naliun  (  i .')  i  on  a,  il  apn's  les  loi- 
iniilcs  (iG),  )',  ;,  /  sans  aniljii^iiïli'.  A  réi;ai\l  de  i  ,  nous  avon- 
exiiniiné  le  cas  pari  iciilnf  ipii  scndilait  (.l'abord  niellre  les  foi- 
rniilcs  en  di'faut  :  i|n;Lnl  ^'i  ,-.  A  semble  aussi  se  trouver  une  difli- 
enlli'  piiui-  le  r.i^  uii  une  iMcinc  .r  est  nulle  :  ceci  se  produil 
i|ii.iriil  i'\,  est  nul.  (".c  dciMiiei'  (ms.  nous  venons  di'  1  <>\iiiuinei'. 
lii'vi'iions  au   cas  "('UcTal. 

o 

\\ant  .;■.  r,  ;,  on  aui';i  les  Irois  inconnues  eorrespiuidanles  ti. 
II.  r  |iai'  la  roidulion  d<'   l'i^ijual  ion.  du  Inusiènie  dei;ré. 

<j'  —  ni'  -t-ya  —  ^  =  o. 

M.Ms  hi  connaissauce  de  l  apporte  une  siuiplilicnlliui.  ,*sni\aiil 
l.j  iiii'iliode  de  Lagrange,  soienl 

•        .            ,                      —  I  -+-  'Vs 
.ç  =  </  -H  E 6  ^-  s- r.         i^  —  X.        t  = —  • 


(  ) 


Il  en  coneliil,    Miivaiil    le-  nol.ihon-  eni|do\i'e-  |ii'ii'edeiiiiiienl . 


4»  =  ^  (' -A.r'  —  g.7-)-   <-  x- z  t  -(-  î  /" i^  1  /. 

!  te  l.i  iMi   I  ire  v  par  l'exlraclioii  d  il  ne  racine  culmine,  -l'ulc-  irra- 
I  loiiiielle  nom  el  le.  l 'ren.i  ni    ensii  ili' 

s'  =  a  -h  Oh  -htr. 
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lin  il 

ss'  =  a-  -i-  b-  -\-  c- —  aO  —  Le  —  eu  —  j-  —  3  y, 

s'  fsl  iloiic  connu  au  nioveii  île  s;  puis  a,  ù,  c  sont  donnés  par  les 

i''i;;ilitt'S 

3  fi  =  .3"  +      i  4-  s', 

'îô  —  X  -h  i-s  -I-  is', 

îc  =  r  -!-  ;  s  +  l'-s'. 

11  convient  d  observer  que  le  cliangenionl  de  i  en  — ;',  qui 
écliange  ,v  et  s'  ainsi  que  s  et  s-,  n'apporte  aucune  altération 
dans  rt,  6,  c.  Si  l'on  écliange,  dans  le  choix  de  s,  les  diverses  ra- 
cines cubiques  de  5',  il  y  a,  au  contraire,  des  changements  dans 
'^  b,  c.  Remplaçant  s  par  j.s  ou  t-s,  on  doit  en  même  temps  rem- 
placer s'  par  £-,?'  ou  £5'  :  de  la  sorte,  a,  6  et  c  sont  respectivement 
remplacés  par  c,  a  el  b  ou  par  b,  c  el  a;  mais  l'ordre  circulaire 
dans  lequel  se  succèdent  les  lettres  «,  b,  c  n'est  pas  altéré,  ce  qui 
est  conforme  à  l'analyse  employée. 

I^es  trois  quantités  <7,  b,  c  sont  ('gales  aux  valeurs  de  la  fonc- 
tion ))  pour  les  nHilli[>les  d'un  seul  el  même  argument  — ;  im  dé- 
signe, d'ailleurs,  une  période  quelconque.  Les  valeurs  de  la  fonc- 
tion p'  s'en  concluent,  mais  il  n'est  point  nécessaire  de  recourir 
à  rex|iression 

Revenant,  en  effet,  à  li^quallon  (  :>.),  nous  avons 

/.^  a"  —  ^2  et  —  g-3  =  1  a  -^  [X  =  \/o  (I , 

\  =  1  \J  a  -^  b  -r  c  =  1  >/x, 

\\\x=—{ab-^  bc  +  ca -^- l  g.,)  =  —  (  j  h-  f^J, 

l'I  nous  en  concluons 

\/x 

(35)  '   \/'^b  =  --(■ibx—y  —  {ff.,). 

\/.r 

v/'fc  =  -—('iCJ7 —jK  — 1,^2). 
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Si  nous  prenons  ;iinsi  une  seule  el  même  détermiiiuliun  de  ^x 

dans  les  liois  loriniilos,  alors  ii  el  ^  -^ii,  h  cty/»^,  c  el  y^'^c  sonl 

les  valeurs    des  fonctions  j)  el    p'   |)our  trois  argunienls  dont    la 

.   •     I  I     '■''  t'J     i  ^^  ^  t^ 

somme  esl  une  période,   par  exemple  —  >  -—  el  —    -  ou  encore 

7       7  7 

9,  uj     !\iii     8  (o 


Relations  entre  les  huit  racines. 

Il  V  a  place  ici  pour  une  analyse  toute  sendjjulile  à  celle  du  Cha- 
pitre 1  ([).  lo  .  Soient  x  et  x,,  deu\  racines;  on  peut  trouver  une 
formule  algébrnpie  donnant  à  la  lois  loules  les  autres  racines  en 
fonction  de  x  el  de  j"o.  lin  efl'el,  a,  h^  c  n'-pondant  à  x  el  a,,,  Ou-  <"„ 
répondant  à  j",,,   posons 

a  -;-  a»  -i-  n,  =  -      -• î-^ —  1  , 

l  ,\      a  —  oo       J 

14V       b  —  ùo       J 
I  /v/çc—  /ocoN' 
c  -+-  Co  -i-  c,  =  -  I  î— ' ï- ! —  1  . 
I  \        c  —  Co        / 

Soient      -,  — ,  —  et   — ■>   — ,    —  les  arirumeiils  ciiii  corres- 

7        7 7  7         7         7  "  ' 

jiondent  à  r/ct  \/'i(',  ele.;  d'après  le  lliéorèmc  d'addilion,  <^,,  b^^^•^ 

.1  I  1        I       1-  .  ■  1  _i_  *W  -H  2(0* 

sonl  Ici  \iileiirs  de  la  lonctioii   p  pour  les  ai';;uMi<iiN   dr > 

_,  9.(0 -+- aiû'       _,       ,   2  (1) -t-2l.j'       ,,  .  , 

z!z  2 )   rn  .'j •   l'vii  a|outaiil,  memhre  a  membi'e,  ce> 

dernières  égalités  et  employant  les  résultais  (35),  ou  oblienl 


I    V^  Of7 

'•u-f-Xi  =   -     >    -^ 

4  -^  (  «  - 


tpa„ 


I  (  «  —  Oo  )• 
(3-)  / 

Ainsi,  ./',  e>l  exprimé  ellectiveineiit  en  loiu  tion  de  x  cl  de  j"„ 
par  l'inlermédiairc  de  n,  li^  t\  (i„,  /<„,  (•„. 

Imi  (  liaiip;i  anl  le  >ii;iie  de  ^  .;  ,  ou  (liante  la  racine  X,.  Lu  |)or- 
iniilaiil  eireiilairemeiil  il.  /i,  c,  on  obtient  aussi  trois  ilétermina- 
tioiis  de  celte  racine,  dislinclcs  entre  elles,  .\insi,  par  ces  deux 
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cliangements,  celui  du  signe  devant  ^/ji-,  celui  de  la  lettre  initiale 
a,  h  ou  c,  on  obtient  six  racines  ^z,,  distinctes  entre  elles.  Quant 
aux  changements  analogues  opérés  sur  y  Xo,  «o»  ^o,  Co,  ils  équiva- 
lent aux  précédents;  on  le  voit  de  suite.  La  formule  (37)  donne 
donc  explicitement  six  racines  en  fonction  de  deux  d'entre  elles. 
Nous  allons  classer  en  ordre  ces  six  racines  et  préciser  les  argu- 
ments qui  leur  correspondent.  Pour  l'argument  de  (/,,  prenons  la 
somme  des  arguments  de  a  et  de  «„  ;  en  d'autres  termes,  fixons  le 
signe  de  y/aa,  par  une  convention  qui,  d'après  le  théorème  d'ad- 
dition, nous  donne 


(38)  ■    il,  -^  bt,)  yfôbi  =(6„  — 6,)/(fï  ^(6,  ~b\yj'ib„, 

\  (c  —  Co)  /tsc,  =  (Co  —  c,)  /tsc  ^(c,  —  c)  y/çcu. 

Par  ces  formules  (36),  (3;),  (38),  les  arguments  qui  répondent 
a  <•/,  y  '^a,  a  </„,  \/oa„  étant  désignes  par  —  et  — ,  celui  cpu   rc- 

'->-  to'  H-  '}.  (o  ,  ,      T     I 

;    pour  h  et  \'^u,    les  arguments 


a  tu  -^  1  '0 


pond  à  c/|   et  \/oa,    est 
sont  doubles;  pour  c  et  v"f  c,  ils  sont  ((uailruplc'^.   il  suffira  de  dé- 
signer le  premier  argument,  qui,  pour  .^i,  est  ainsi 

En  changeant  le  signe  de  \U-,  on  obtiendra,  par  les  mêmes  for- 

1  •  ,  1.1)  '^''j'  —  2  (0 

mules,  une  racine  répondant  a  1  argument ou,  ce  qui  re- 


vient au  même, 


2  w  -I-  1 2  to 


Elle  sera  dénommée  Xe-  On  a  ainsi 


,   a  -i-  «0-1-  «c  =  7 
(39)  t 

'    ((/  —  «o)  v/'-?«r,  = 


I  j\/oaa  -»-  \/oa 


-(«0 


5)  v/ç«-H(ac  —  «)  V^tp«o, 


avec  les  équations  similaires. 

En  permutant  circulairement  a,  b,  c,  on  obtient  une  racine  x-i, 

1  .    n  .    2(o'-4-  4OJ 

repondant  a  1  argument ;; > 


(4o) 


-  «0-1-  «2  = 


I  (\/oa«  —  \/<^b\' 


(6  —  «o)  /9«2  =(«0—  «2)  V^=>^  -i-  («2  —  ^)  /?"«• 


04 


iiiiii^ii  \ii:   l'Ail iiK. 


FltAlillKMS. 


L  ne  iinii\cll<'   |ii'i'iiiiiluliiiii.   n\cc  tliangcinenl  du  signe  de  \'X, 

...  ...   a«o' — 8(u       aoi'-— 6u> 

(liiiiiii'  la  racine  ./•;,.  l'cjxincl.nil   a   _; =5 , 

1  I  j  y  y<>„  -T-  y/ocV 

\     C--  (lo  --  "3   —    -    I  — = =—  ' 

(  ;ii  .  1  \     «Cl-  c      / 

'  (<•  —  (!„) y/Tâl  =  —  (a„—  11.3  \  \/ôc  -^  (  Oj  —  v ) \/o(i„. 

Le  ciiaii;;eiiieiil  de  sif;ne  de  ^  j',  dans  ces  dernières  formules  el 

dans  les  précédeiiles,  donne  siiccessivemenl  les  racines  x,  el  Xj, 

1  '■* 

repondant  aux  argiimeiils  - 


— -  et  


(■\>-) 


>  n  ) 


Il  /  v/o</,  —  v^ocV 
i  V       "0— c        / 
(f  — ao)\/oni  =  (  "u  —  «v)  v'oc-T-(a»— c)v/<p«o; 

{    (6  —  (/„)l/o«5 


■  (n„—  as)\'!57( -T-(o5—  6)  v''f  flo- 


\ Dici    niaiiilcnaiil    une   cnnséqucnce.    Kii    a|iiulaiil.    riiemlire   à 
nicnilire.  les  (•^alili-s  (38_)>   |iiiis  en  remplaeaiil 


/r"i 


-/'■ 


»  fe,, 


par  leurs  e\|)ressions  diduiles  des  formules  (35),  on  exprime 
\  ./■,  en  fonction  des  seules  quantités  d'indice  /.éro;  car  «|,  h,,  c, 
sont,  au  nioven  des  égalités  (36),  expriinahics  parées  quanlilés. 

Il   en  est  de   même  pour  \  j?o,  y/x., l'inalemont,  le  produit 

y/x  1X2X5X1X5X0  s'exprime  par  les  (|uantil('s  (rindiee  zéro:  ces 
dernières  se  réduisent  à  ri,  /;,  c,  r/„.  />„,  r„.  ^  x,  \  Xq.  Sans  altérer 
l'ordre  de  a,  b,  r,  r/„,  ^,i,  c,,,  si  loii  eliangc  seulement  les  signes 
de  y'x  ou  de  y  Xo,  on  ne  l'ail,  par  là,  que  permuter  y  .r,  ei  y  .r,,, 
y'xj  el  \'Xi;.  \^'.r;,  et  \'.r,,  avec  ou  sans  cliangemenl  di'  lciii>  leurs 
signes  :  le  pr(]ilnil  11  iii  e>l  pas  allc'ii'.  Il  rsl  donc  ccrt.mi  cpie  y  x 
ely./||  disparaissent  dans  l'ixpi  l'sNiuii  du  proiliiit.  Si,  de  plus, 
un  permiile  circiilaireineiil  a.  h.  <•  ou  </„,  />„,  c„,  ce  eliaiii;emcnt 
produit  des  échanges  entre  les  indices  de  X|,  .r^,  ....  I.a  lonclion 
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considérée,  invariable  par  les  permiilalions,  s'exprime  donc  ra- 
tionnellemenl  par  x,  Xf,  et  les  coefficients  de  l'équalion  (i5).  D'a- 
près celte  même  équation,  la  racine  carrée  du  produit  de  toutes 

02  

les  racines  x  est  dz  —  fC-,  '  v'"-  ^'^  peut  donc  conclure  que  la  ra- 
cine carrée  du  produit  de  deux  racines  s'exprime  ralionnelle- 
ment  en  fonction  de  ces  deux  racines,  de  g^  et  de  g^,  sauj  le 
seul  facteur  irrationnel  i  \  " ■ 


Cas  où  le  discriminant  est  évanouissant. 

Soient  g-i^  'sy-,  ,i';i=  Sv',  fn  sorte  que  le  di^criminanl  soil 
nul.  Une  racine  x  do  l'équation  (i  ô)  est  égale  à  2  i  y,  et  nous  allons 
tout  d'abord  jiortcr  notre  attention  sur  celle  racine.  Supposons 
j-  =  2  1  Y,  O!)  trouve 

on  en  conclut,  par  les  formules  (l'i), 

1^'équation,  dont  les  racines  sont  rt,  b^  c,  et  qui  est  ainsi 

])eut  encore  être  mise   sous  une   forme  sinq^le  d'après  les  rela- 
tions ('^5);  ou  a,  en  effet, 

(4J)  ?«  =  4«'— i2T-«  —  8t^=  '!(«  -h-!y-(a—-i';) 

et.  d'après  (35),  en  mettant,  pour  x  et  )-.  leurs  valeurs  ci-dessus. 

L'('quulion  (44)  peut  donc  s'écrire  ainsi 

MI.  .0 


(if)  TROISIÈMK    l'AHTIE.     —    FRAGMENTS 

Si  I  i>ii  |i()Si' 

a       lo-t-X 

1)11  oblicnl  la  liansformée 

'l'CX)  =  (v'.X-H3)S(X-9.;-H7(X-t-2;=4(X-  .-  \- -  ^X  —  1 1  =  ... 
où  l'on  reconnaît  l'équation  dont  les  racines  sont  comprises  dan 

la  formule 

a  m  - 

X  =  a  cos  —- — 

7 

De  là,  confoniiémenl  à  l;i  lui  di-  dégénérescence  (t.  i,  p.  ■}.-  i. 


Il 

h 

—  i 

r 

i 

•! 

.    ,niT. 
7 

Nims  en  di'duisons  aussi  ces  conséquences,  que  nous  allons  em- 
pliiMT  tout  à  l'heure, 

/    I  Ort  «  —  2V  1  „  iniTt 

1  -  — : : ,  —1  =  2 ^  —  I  =  -  X  =  cos , 

\  ■>.  (a-hfr  a-r--[  2  7 

<4>')  I       / —  / 

J       V'i"      _  ''■va  —  a  Y  _      I       .    im- 

Il  n'est  pas  indiflérenl  d'attribuer  au  nombre  m  des  valeurs  en- 
tières dans  un  ordre  quelcuiujuc  en  corrcs]Mindance  avec  o,  l>,  r. 

Suixaiil  la  lui  de  dé^éii.'Tcsrenr.^.  ii'S  liuis  ai)i;lcs  -^  soni  priipoi- 

lioniiclb  aux  trois  ar^uniciil.s  clli|jli(pus  de  r/,  />,  c,  on  devra  donc 
faire  correspondre  à  a,  />,  c  dans  ccl  ordre  même,  les  nombres 
I ,  a,  4)  pî"'  exemple. 

Si,  au  lieu  de   le   suppuM  r   nul,   on   considrrc   1."   .liscriminanl 
comme  inliniment  [iclil,  on  posera 

(46)  ..Tj^ia-;'.         :,',-=  S-;'- i. 
£  élanl   iiiliiiiiiiciil  pclil,  en  .sorte  (|u°oM  aura 

(47)  A  =  éi  -  a7ii  =  9.7e(iGf-  0- 

Le  preniiiT  iii.'iiiliri'  di' 1  .  ipialiiin   (iTi^    pour  £ -^  o,    se   rc'diiil. 

on  l'a  \u,  à 

(t  —  ai  y)(^  -H  3y)'' 
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On  le  complélera  par  ies   termes   provenant    de   g:t,   et   que   la 
forme  (i5)  met  en  évidence  : 


(48) 


(a-  —  -21  Y)(.r  -i-  S-,')'  —  2.3'.7  £.r 

X  [j?'+  i.'i'--i-x--ir-  7  (8',''' —  H)-?  -t-  7  3^7*]  —  "• 


On  pourrait,  au  moyen  de  celle  équation,  trouver  les  termes 
successifs  du  développement  de  la  racine  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  s, 

7  •  ^0    ^ 

(49)  '""'^'''"^^r''^""- 

et  en  dc'duire  ceux  de  rt,  b,  <■,  de  -^a,  etc.  Tous  ces  développe- 
ments conljcnnent  seulement  les  puissances  de  £  à  exposants  en- 
tiers, comme  il  est  évident. 

Nous  allons  maintenant  considérer  les  autres  racines  de  l'équa- 
tion (48)-  En  posant 

.r  =  —  3y  -i-  a- 

on  obtient  immédiatement 

(5o)  2"  = 'i'.'S' Y*-  "i~  ■  ■  •  • 

On  voit  que  les  développements  de  ces  racines  procèdent  suivant 
les  puissances  de  £  à  exposants  fractionnaires. 

Par  les  équations  (16)  on  trouve,  pour  y  et  :.  les  valeurs  li- 
mites 3y-  et  — y^,  en  sorte  que  la  limite  de  r(''qualion 

(5i)  a'  —  xa--^-ya  —  -3=0 

est  (<7  ^-v)^^  o  :  les  trois  quantités  a,  b,  c  ont,  toutes  trois,  — y 
pour  limite.  Afin  de  les  distinguer  entre  elles,  il  va  être  nécessaire 
de  calculer  }' jusqu'aux  termes  du  troisième  ordre,  inclusivement, 
en  a.  Dans  ce  calcul.  £,  qui  est  du  septième  ordre,  sera  considéré' 
comme  nul. 

Pour  calculer  r,  le  plus  court  est  d'employer  l'équatjon  (i3),  en 
l'écrivant  ainsi  : 


G8  TBOISifeME    PAIITIE.  KRACIWKMS. 

On  en  (Icdiiil,  eu  (''j^aiil  nii  dc^rr  (l'ii|)|ir()\irii;ition  demandé, 
■_  '  a-!  =  _  I   (4-r'-3A-»)' 

>•  =  3Y*--2Ya-  li,  U^  —  --h..., 

■  '  '  la  Y 

r  -^-  l-Ç-!  =  «Y'-  -  '  V=^  -  H  =  -  'V-^  -  R, 
l^a  seconde  lniniiile  (i'>,)  dmine  iilor.s 

cl   I  ('■iMinlKin  (  .")  I  I  [ii'end  l;i  loinii' 

R» 

(a-hv)'— ai^"-^  Y)'-  H<n-^-  Y)—  —  =  »• 

l^es  pMitic-;  prinrinales  des  tiols  l'iicines  r/ 4- "' son!  a. —     ■ —  ,  -. 
'  '  '  '  a  (  .»• 

c'esl-à-dire  a, >  -+-  -7-,  -  .•  H  ri-sle  à  savoir  dans  quel  ordre 

i'2   Y  144  Y^  ' 

ics  qn.inlil('s  correspondenl  ;"i  fi.  h.  c,  ce  (|tic  l'on  pourrail  il<'-cidcr 

|)ar   le   sif;ne   de   /,  en    ealeuliinl   t  |iar   la  Iroisiènie  formule   (l(>). 

Mais  il   l;iuilr:iil  alors  e, dénier  un  terme  de  plus  tians  r  et  nous  ne 

re|iiiHinii()n>  pas  ici  ce  ealenl.  ;iu(pHl  on   penl  sn|)pl('er  comme   il 

suil . 

Supposons"  et  î    réels,  en  sorle   ipir  les  invariants  soient  lécls. 

Cour  '.(■)  l'I   M.)',  pn'uons  l.i  pi'iiode  réelle  et  la  période  pnreincnl 

iniaj;inaire,  en  sorle  fpie  les  tieu\  racines  .r  el  ./•„  soient  n'clles, 

les  autres  imaginaires.  Fixons  les  idées  en  supposant  a-,  positif. 

c'est-à-dirc  v  >  o.  (iominc  on    a  .»•]>■  .r,,,  cC^I  .'    ipii    m'  riiluil   à 

r>.  17,  tandis  ([iie  x^  se  réduit  à  —  3y  (jiiand  s  est  nul.  l'ouï'  ;  liili- 

niment  petit,  on  a  .r„=::  —  Sy  +*(••  si  Ion  suppose 

(  J/  j  a» -  —  v^Ji«.3'.Y*^- 

relie  racine  l'tant  prise  dans  son   acception  nrilliinéli(|iic.  (diaciiir 

autre    racine    ^^d)^iendr.^    |)ar   la   formule  .r  z^ —  .'5-'-)-a.   où    Ion 

aura 

«Win 
1 
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Considérons  particulièrement  Xq.  Les  quantités  a,  b,  c  corres- 
pondantes sont  les  valeurs  delà  fonction  jj  pour  les  arguments  fto', 
f(x>',  Y  l'j',  respectivement  et  dans  cet  ordre  même,  en  sorte  que 
l'on  a  rt  <  6  ■<  c.  11  nous  faut  donc  ranger  aussi  dans  l'ordie  crois- 
sant les  trois  quantités 

r  aj       I    «;; 

qui  sont  infiniment  petites,  du  premier,  du  deuxième  ou  du  troisième 
ordre.  Si  s  est  positif,  elles  sont  nc'galives  toutes  trois;  elles  sont 
alors  rangées  dans  l'ordre  qu'on  vient  d'employer.  Si  s  est  négatif, 
les  dcu\  extrêmes  sont  positives  et  l'ordre  croissant  est 

,..  >     2,^  I      ai! 

(II)  ^.      ^7  -,'       «0- 

i-i    ■(         14  i   Y' 

Nous  avons  supposées  positif.  Si  Ton  voulait  supposer  g^  néga- 
tif, c'est-à-dire  y  <^  o,  ce  serait  alors  x  qui  serait  égal  à  —  3  y  -f-  a,,  ; 
les  arguments  de  a,  b,  c  seraient  ;  10,  ^  w,  "  to,  et  l'on  aurail 
a  ^  b  ^  c.  En  ce  cas,  a,  b,  c  correspondent  dans  cet  ordre,  aux 
quantités  (II)  si  s  est  positif,  aux  quanti  lés  (I)  si  s  est  négatif.  Dans 
tous  les  cas,  on  a 

l„  =  —{a  —  h){b  —c)(c—  a)- t  ~  ^ 

12    Y 

On  en  peut  conclure  (|ue  les  sept  \aieiirs  de  /  correspondant 


aux 

sept 

racines 

.z- 

= 

-■^ï 

-i- 

a  sont 

(53) 

/  = 

— 

1     a'* 
1  -2    Y 

Examinons  maintenant  les  valeurs  de  \  ac/,  \/obi  \/oc,  d'après 
les  formules  (35)  : 


^'ia  =  1  \J X  \  a ^ —  / • 

'        \  IX       J 


Soit  a  =■  —  Y  -h  a' .  Les  résultats  précédents  nous  donnent 

y/o  a  =  2  / —  3  Y  {"'  -■ 


•jo  'ntoisil:MK  l'AiniK.   —  fiiaijmknts. 


Le 


..,,,,          1                                     1    a=       I     a^ 
s  lroi<  iiiKiiilitcs  II  ,  b  ,  c   iiri;ilo''iics  sont  a, — •>  —77  — ; 

—  est  égal  a -i-  Un  trouve  donc 

\/-i  a,  /'S  6 ,  /»  c  =  -i.  \/—  i-(  a.  -  -  „  y/' —  >  Y  —  '  —  t^  V—  ^t  Zï' 

Prenons  seulement,  de  ces  trois  (juantilés,  celle  ijui  est  de 
Tordre  infinitésimal  le  moindre.  On  a  vu  lonl  à  Tlieurc  que,  £r, 
i-lani  positif,  il  v  a  deux  cas  à  dislin;;u(i-  |Hiiir  ./■„.  la  partie  princi- 

le  -/„  st;  rapporlanl  à  </,)+"  ou  liien  à  r„-i-'y.   nous  avons  donc 


|)a 


(i„      un       Co  =  —  Y  "*"  *"' 


\/&  (*„     ou     \/oCo  =  ■!  V —  i  'l  ="0  • 


Considérons  iiiainlenanl  les  éi;iililés  (3()),  en  bornant  les  se- 
conds incnilires  aux  Icrmcs  du  prciiiicr  oi'dre  en  a,,.  Pour  ce  cal- 
cul, a  et  y'ja  doivent  être  réduits  à  leurs  valeurs  limites,  puisque 
les  aiijjnienls  de  ces  quantités  sont  du  même  ordre  que  £.  En  ad- 
mettant que  la  partie  principale  «o  se  rapporte  à  «/o-t-y.  '"  pre- 
miùnî  égalili'  donne 

I  f\/oa  —  1  /—  j  Y  ''>\' 

I  rt  -+-  Y  —  ïu 

_  1         oa  I   r       'io  •j!v/--3Yv?"  I 

~  4  («H- Y)'  "^  2  [(«"-'-  Y)'  (  «  -^  Y )'  ~  J 


au. 


D'après    les    relalions    (^j")    et    (^V~).    le   second    inondirc    est 

égal  à 

/                ■iiiiT.    ,    .   .     lin  T.  \ 
a  —  2Y  -*-  (  iH-  cos ±  i  sin     _      I  ïo  ! 

\  7  7     / 

le  |ireniier  membre  csl  é^al  à  '/ — y  ~*~  *o  + '' 1  <  ''"  '^<"t''  qn  ou 
obtient 

(54)  a,=:  — Y-+-20C       '    ■ 

J,es  autres  égalités  (36)  donneraient,  de   même,  /*,   el  c,,  (pii 

2  w/TI 

dillèrent  de  A,,  et  de  (•„  seulemeiil  |iar  b-  laeleur  c  '  ,  niidllplianl 
le  sccoikJ  terme.  Sans  nous  v  arrêter  davantage,  nous  vovon--  qu  il 
<'n  ii'siille.  p;ii-  ^idiblion, 

(04)  ri  =  —  3y -+- «oP       '     -\- 
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Les  égalités  (89)  à (43)  donnent,  pour  les  autres  racines  Xi,  .  .  . 
des  valeurs  semblables,  qui  diffèrenl  de  celte  dernière  par  le  fac- 
teur exponentiel.  Dans  x^,  par  exemple,  le  signe  de  l'exposant 
est  changé;  dans  X2,  le  nomlire  m,  au  lieu  de  se  rapporter  à  a,  se 
rapporte  à  b.  Nous  retrouvons  donc  bien  ainsi  les  racines  .r,  telles 
i|up  nous  les  connaissons  déjà;  mais  nous  pouvons  aller  au  delà, 
en  distinguant,  pour  chacune  d'elles,  rexponcnlielle  rpii  s'y  rap- 
porte. 

Supposons  Y  >  o,  £  >>  o  et  prenons  -^  w,  -^  (o,  jO)  pour  les  argu- 
ments de  a,  b,  c;  ioj',  yw',  yio'  pour  ceux  de  r/,,,  />„,  c„,  to  étant 

réel  et  to'  purement  imaginaire.  Alors  \'zi(i,  et  ~\  -^cfa  doivent  être 
négatifs.  Attribuons  à  a,  b,  c  les  nombres  »î=  i ,  2,  4;  alors, 
dans  la  seconde  formule  (45'),  v  -^Y  doit  "î'i'e  pris  avec  sa  déter- 
mination arithmétique.  Comme  y.g  est  négatif,  l'égalité 


montre  que  -  ^  —  oy  doit  être  [)ositif;  ainsi 
C5J)  y/— 3Y  =  -4-fV3Y- 

Le  calcul  qui  a  conduit  à  l'égalité  (54)  donne  donc 


^1  =  —  3  Y  -i-  «0  e   '  . 

Les  relations  (3c))  à  (43)  donnent  ensuite,  pour  chaque  racine  x„, 
le  résultat  suivant,  relatif  au  cas  où  A  est  infiniment  petit  positif, 
et  »3  positif  : 


(56) 


•r„  =  —  3  Y  - 

,   .T  =  21  •[. 


■  at,e 


(11  =  0,  I,  2,  3,  4'  5,  (i). 


Supposons,  en  second  lieu,  y>  o,  s  <  o,  avec  les  mêmes  sup- 
positions sur  les  arguments  et  les  nombres  m.  La  quantité  v/3y 
doit  être  encore  prise  avec  sa  détermination  arithmétique.  On  a 
maintenant,  suivant  l'ordre  (II), 

/csco  =  2  v^—  3720, 
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c|iii  iliiil  t'ire  le  produit  ilu  /  |i;ir  lai  iiuiiiliii'  |)0>ilir.  (>oimin'  a„  e>l 


|)usitit'.  -^  —  5-'  iloil  ciicoïc  èlre  ijosilif  cl  la  n-lalioii  (5j)  a  lieu. 

<je  n'est  plus,  toutefois,  l'égalité  (•J'i)  qui  a  lieu,  luais  hicn   l'ana- 
logue où  les  lettres  c  reinplaccul  les  lettres  a.  Ou  a  donc 

a-i  =  —  i-;  -T-  loC  ■  . 

Les  résultats  fournie  par  le-  autres  égalités  analogues  se  résu- 
inciil  dans  la  toiniulc 

SiiiTZ 

I  "'7)  ar„  =  — 3Y-i-ai)e    '    , 

propre  au  cas  où  l'on  a  i':,  >  o,  le  discriminant  étant  inlininicnl 
petit  négalii". 

On  |)ourrail  faire  de  pareils  raisonueuienis  pour  les  deux  cas 
où  Y  est  négalil  ;  mais,  ainsi  que  nous  1  avons  déjà  nu)ulré,  on 
passe  du  cas  y  >  o  au  cas  y<;c>,  eu  échangeant  .r  et  ./•„  et  per- 
mnlanl  aussi  les  indices  i  et  6,  ■•.  et  .'?,  {  et  .").  il  n'est  donc  pa>. 
Ijesoin  d'v  revenir. 

Discriminant  de  la  résolvante. 

Nous  avons  icticontri-  trois  cas  où  1  é(|ualion  résolvante  (^i.'i^a 
des  racines  multiples:  le  cas  A  ^  o,  le  cas  ^>-.j=^  o,  enlin  celui-ci 
M  =  o, 

(  llia(  un  iji'.i  Iniis  facteurs  i"'-..,  A.  M  li^uic  donc  dan>  le  discri- 
niiiiar]!  (ii-  r<'(|ijaliiin.  I.°('\p(i>aiil  île  liiaciiii  deux  e>t  lacde  à 
trouver. 

(^uand  i.'^  e-t  iidininicnl  pelil,  mm--  avons  reconnu  I  e\istcnc<' 
de  deux  racines  iriliniincnl  pclilc-,  demi  la  ddlércnce  est  du  même 
ordre  (|ue  i,'':'.  Le  carré  de  leur  ililli  rencr  cl.  par  <uite,  le  discri- 
luinanl  contiennent  donc  le  faeleur  i''. 

(  (iiaiiil  M  1^1  Miliniriu'iil  pclil,  il  v  a  deii\  racines  duiil  la  ddli- 
reiice  est  du   im^nie  ordre  que  .M.  De  là,  le  lacleiir  M-. 

Enlin,  pour  A  inliiiimenl  petit,  nous  veniuis  d(>  voir  sept  raeincs 
diMit  les   (iillirciircN    niutuellcs  sont    du    même    ordre  (jiie   y.    Les 
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2  1  (lifî'érences  de  ces  racines  donnent,  par  leur  produit,  le  IfK- 
teur  a'-';  le  carré  de  ce  produit  contient  le  facteur  a''-.  Mais  a  est 
de  l'ordre  |  relativement  à  l'infinimenl  petit  £  et  A  est  du  même 
ordre  que  £.  Le  discriminant  contient  donc'  le  facteur  A". 

Ces  trois  facteurs  sont,  ensemble,  un  produit  de  degré  56  ;  c'est 
précisément  le  double  du  nombre  des  dldérences  des  huit  racines, 
deux  à  deu-v.  11  en  résulte  cpie  le  discriiiiinanl  n'a  point  d'autres 
facteurs;  on  n'a  plus  qu'à  trouver  un  coeflicient  numérique  /.■,  en 
prenant  /■"■.';  M- A"  pour  ce  discriminant.  Revenant  au  cas  où  A  est 
évanouissant,  on  trouve  aisément  A',  comme  il  suit  :  la  racine  ai  y 
donne  sept  différences  égales  à  a/jy;  les  autres  racines,  deux  à 
deux,  donnent,  pour  différences,  la  <piantité  a,  multipliée  par  les 
diverses  différences  des  racines  de  l'équation  binôme  £'  =  i.  Le 
discriminant  est  donc,  en  ce  cas,  égal  à  (a4y)'  '  '}■''''•  multiplié  par  le 
discriminant  de  l'équation  binôme.  Ce  dernier  est  —  y .  MettanI, 
pour  a,  son  expression  (5o),  ou  a  donc 

pour  valeur  du  discriminant.  D'autre  [nul,  son  expression  sii|i- 
poséc  devient 

La  comparaison  fournit  /, ,  en  sorte  cpie  le  discrinunant  de 
V  cquation  résoh-anle  (i3)  est  égala  —  7'.  2".  3'"^' M- A'';  c'est 
un  carré,  sauf  le  facteur  — ■  "j .  La  racine  carrée  du  discriniinanl 
est  donc  rationnelle  et  entière,  sauf  le  facteur  i\f~- 

Pour  reconnaître  que  ce  discriminant  n"a  point  d'autre  lacteur, 
nous  nous  sommes  fondé  sur  son  degré.  Ou  peut  aussi  le  prouver 
autrement,  d'après  la  formule  (16).  Les  cas  où  s'évanouissent  j; 
ou  i/\x'-  —  \g2  sont,  suivant  ces  formules,  les  seuls  où  y  et  ;  ne 
soient  pas  déterminées  sans  ambiguïté.  Si  donc  il  se  trouvait  un 
autre  cas  de  racine  double  x,  les  valeurs  de  j'  et  z  seraient  doubles 
aussi  et  deux  systèmes  («,  b,  c),  (a',  0' ,  c')  seraient  eu  coïnci- 
dence, circonstance  impossible  si  les  fonctions  elliptiques  ne  dé- 
génèrent point.  Outre  ces  deux  cas,  il  n"v  a  donc  de  racine  double 
que  si  A  est  évanouissant. 


74  troisi(:mi:  i-aiitik.         fiia(;>iknts. 


Seconde  équation  du  huitième  degré  pour  la  division 
des  périodes  par  7. 

De  niciJio  (|ii  au  (Jia|iihr  |iricL-dciil,  iiuus  alluns  calculer  une 
aulre  résolvante,  celle  doiii  l'inconnue  est  /.  Le  calcul  direct  par  les 
formules  (iG)  serait  Irop  pénihlc;  les  résultats  précédents  pcrmel- 
lent  d'y  suppléer.  L'inconnue  /.  fonction  algébrique  rationnelle 
de  X  est,  comme  .<• ,  racine  d'une  équation  du  huitième  degré. 
Ia'S  formules  (iG)  montreiil  que  t  ne  devient  jamais  infinie  tant 
que  j^'o  et  ":,  restent  finis;  les  seuls  cas  où,  de  prime  abord,  l 
semble  devoir  être  infinie,  sont,  en  eflct,  ceux  où  s'évanouit  soit  j-, 
soil  i4.2^'"  —  lo'ai  mais,  on  l'a  vu,  /  n'y  devient  pas  infinie.  Il  est 
donc  clair  que,  dans  l'équation  en  /,  le  premier  coefficient  étant 
réduit  à  une  constante,  tous  les  coefficients  sont  des  fonctions 
entières  de  ^.>  et  ^'n.  De  plus,  en  vertu  de  l'homogénéité,  comme  t 
est  du  degré  .'5,  le  coefficienl  de  /'"  est  du  degré  3(8  —  m),  g^ 
et  ,^3  étant  comptés  comme  avant  le  degré  2  et  3. 

Nous  venons  de  reconnaître  que,  pour  A  =  o,  sept  racines  /  s'é- 
vanouisscnl.  Ainsi  A  est  en  facteur  ilans  ions  les  coefficients  à 
partir  du  troisième.  Dans  le  coeflicient  de  l'",  supposons  (pic  A 
enlre  en  l'acleur  avec  l'exposant  /(  ;  rm  a.  en  ce  cas, 

(  J8  I  ii«  -  3(.8  —  III  ). 

Supposons  A  inlininient  petit.  iNoiis  avons  alors  sept  valeurs 
de  /  inlininient  pelilis,  dont  la  formule  (53)  donne  les  parties 
principales  :  elles  sont  de  l'ordre  ■=-,  A  étant  censé  du  |ireniier 
ordre. 

Le  terme  en  l'  existe  certainement,  puisqu'une  racine  /  subsiste, 
(llfl'érentc  de  zéro  quand  A  s'évanouit,  lui  substituant  à  /  sa  partie 
priniipale,  on  idil  nul .  poui-  ce  Iciine,  la  \  a  le  ni-  liiiiilc  de  c<'lle  ra- 
cine changi'e  de  signe.  L'existence  de^  sepi  raiiiies,  doiil  les  parties 
nrlncipales  sont  racines  d'une  ('qiialion  binôme,  e\ii;e  ipie,  par  la 
ini'iiic  Milislil  ni  ion.  la  pail  ic  |iiiinip;de  de  cliaipie  terme  de  \  lennc 
inliniimnl  pellle  d'ordre  Mipi'iieiir  à  j,  sauf  pour  le  dernier,  où 
rordic  doit  être  jusiemeni  «'gai  à  j.  Celle  dernière  eondilioii 
priMiM'  ipic  le  terme  indépendant  di'  I  conlienl  le  faclenr  A',  aii- 
<piel  il  sirrédiiil,  sauf  un  inillicicnl  iiiiiiKrKpie. 
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Pour  lOLil  autre  terme,  conlcnanl  les  facteurs  \"l"',  l'ordre 
inlinilcsinial  est  n-\-ini,  qui  doit  être  supérieur  à  4.  On. doit 
donc  avoir,  d'après  (58), 

Pour  fjue  cette  double  inégalité  soit  possible,  il  laut  qu'il  existe 
un  nombre  entier  entre  ^m  et  \m,  ce  rpii  a  lieu  effectivement 
pour  in^  2,  4  ou  6,  mais  non  pour  in^  i,  :!  ou  5.  Les  termes 
en  /,  Û  et,  t'^  manquent  donc  et  les  autres  contiennent  A  avec 
l'exposant  maximum  4 — r.m.  L'équation  contient  donc  les  "^euls 
termes 

affectés  de  coelficients  numériques. 

Nous  avons  précédemment  calculé  cette  équation  (34)  dans  le 
cas  g2  =  o,  qui  nous  suffit,  dès  lors,  pour  déterminer  tous  les 
coefficients  numériques.  ^  oici  donc  la  résolvante,  à  inconnue  /, 

(59)        ■^t^-'i.'^.VgiO-^  ■i.5.-\t>'-—  Y- .- V-  f*  —  1.- X'^ l- ^  \''  —  Q. 

Discriminant  de  la  seconde  résolvante. 

Examinons  d'abord  la  partie  principale  de  ce  discriminant, 
inliniment  petit,  quand  A  est  évanouissant. 

Les    21   différences    des    ^    racines    l    iiiliniinenl   petites    (53), 

/  I    a  ^  \  *  - 
prises  deux  à  deux,  donnent,  pour  carré  de  leur  produit,  ( ^  1    > 

multiplié  par  le  discriminant  de  l'équation  binôme  s"  =  i;  lequel 
est  égal  à  —  ^'.  En  remplaçant  a^  par  son  expression  (')■>-),  on  a 
ainsi  le  facteur 

■:>.^.'î''  2.'' .y 

La  luiitième  racine,  d'après  (.îf)),  est  égale  à  — ^ — g^  =  — i:^Y'- 

Les  sept  différences  de  cette  racine  avec  les  sept  autres,  élevées 
au  carré,  donnent  le  produit 


Multipliant,  entre  eux,  ces  deux  facteurs,  nous  avons,  pour  la 
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pallie  iii  incipali'  ilii  (IlsciimnKiiil ,  — -^  (  2°.  .i' y' $  )•' .  D'après  les 
égaliU'S  {M>,  4")»  ceci  eniicut  ilc  a\ie  la  partie  principale  de 
'-^ —  i'.'."  A-  ' .  (  )ii  eoiiiliit  '\c  1,1  <pie,  ilaiis  le  cas  générai,  le  dis- 
cri  niinaiilesl  pr(''cisi''iiieiil  <'g'il  il  celle  dernière  (|iianlllé,  sauf  reiiipla- 
eenient  de  g!,'  par  un  far  leur  se  réduisanl  à  i,'.'."  quand  A  s'évanouil. 
Mais,  comme  on  \.i  le  voir  en  revenant  an  cas  g^  =  o,  le  dis- 
eriiiiinant  eiinlienl  h-  facteur^.',-,  en  sorlc  que  l'on  peul  conclure, 
pour  il'  liisi  riiiiinani  ilc;  l'éqiialioii  en   /.   la  \aleiir  pn'eise 

(6o)  ■.  (la^-îli-A--. 

Ileniplaeanl,  dans  ri''(|iialii>n  (  Ji)),  A  pari,-"'.  —  uy  i.':;,  un  pourra 
ordonner  le  pnrpin  r  iiieiniiic'  Mii\anl  Kn  puissances  ascendantes 
el  enlièi-es  de  i':|.  I>e  premier  lerme,  indépendant  de  g,,  coïncidera 
avec  le  premier  inemljre  (.53  i,  obtenu  dans  le  cas  ^■.,  =  0.  Les 
trois  racines,  qui  se  réduisent  à  une  seule  el  même  racine  triple 
pour  g2=^  '^1  ont  donc  des  dillVrenecs  iimlueîles  du  premier  ordri'. 
au  moins,  relalivemenl  à  g-,.  Le  jiroduil  des  carrés  de  ces  diir('- 
reiiees  contient  donc  le  l'acteur  i-!',.  Mais  il  v  a  A^yw  groupes  de 
trois  racines  se  réduisanl  à  den\  raeiin's  triple-.  l)c  là  le  facteur 
i'','  tians  le  discriininnnl.  (.'est  cr  (ui'oii  a\,iil  annoncé. 


Relation  entre  les  iacouuues  des  deux  résolvantes. 

l'ar  les  égallli'-s  (16)  on  peut  exprimer  /  en  loin  lion  de  .r  ;  mais 
l'expression  inverse  de  .r  en  fonctiiMi  de  /  ollre  plus  d'iulérèl. 
."^oli  "l'f/i  le  premier  ineiiiiire  (  .li)  )  de  l'c-ipialioii  en  /.  (  )ii  pi'iil 
lliellre  ri\pre--ioM  de  ,;■  Mins  la  lorine 

où  H*  est  no  polviii'iiiie  entier  en  I,  de  degré  égal  au  plus  .1  (t.  l'.n 
eirct,  le  degri' de  M' peut  être  aliaissi^  au-dessous  de  S  par  le  mo\<ii 
de  réquation<l>  ^  o.  Mais,  la  somme  des  racines  .v  étant  nulle,  le 
théorème  d'Liiler  sur  la  décompositioii  des  Iraclions  rationnelles 
moiilie  ipie  le  (le;;i'e  de  M"  esl  alors  moindre  que  -. 

La   pal  ticiilarili'  <pii  s'ollVe  d  alioicl,  v  e>l  que   les  cocflicienls  île 
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W  sont  des  fonctions  entières  de  ijs  et  g,,.  ^  oici  comment  on  peut 
le  prouver.  Soient  t^,  l,,  •  ■  ■  les  diverses  racines  t:  considérons 
les  polj'nônies,  du  septième  degré  en  l. 

On  a  celle  expression  de  'r(i), 

Xi,  û"-2,  .  •  étant  les  racines.;'  f[ui  corrospoiidcnl  respeclivemenl 
à  /,,  1,,  ...  Enectivemcnt.  M'(/i.  sulvaiil  ((Ito  Airmule.  csl  un 
|K)lvn(jme  du  sixième  degré  cjui,  pour  l^lrt,  se  réduit  à  .î'a'I*a('ï)- 
Mais  •I>k(  /«  )  =  '^'(t'x)  ;  donc  M'(  /  )  est  hicii  le  polvuômc  demandé. 
Si  mainlenanl  l'on  ordonne  1'(/)  par  ra|)porl  à  /,  on  \oit  que  ses 
coefficients  sont  linéairement  composés  avec  ceux  de  <I>,  d'une 
pari,  et  avec  des  sommes  syméliiques  .r,  <"  +  a^o  i"  +  .  .  . .  Une 
telle  somme,  absolument  comme  les  coefficients  de  <I>,  est  une 
fonction  entière  de  g-,  et  g^.  En  eflcl,  cninmo  on  l'a  dit  pour  /.  cl 
comme  on  peut  le  répéter  encore,  les  ([uantilés  Xg,!'^  ne  sont  en 
aucun  cas  infinies,  quand  g-^  el  g^  restent  finies.  L'équation  du 
huitième  degré,  qui  a  ces  quantités  pour  racines,  a  donc  pour 
coefficients  des  fonctions  entières,  quand  le  premier  coefficient 
est  réduit  lui-même  à  être  numérique.  La  somme  de  ces  quantités 
est  ainsi  une  fonction  entière. 

Par  exemple,  la  somme  Sx»?;,  ,  entière  el  du  quatrième  degré, 
reproduit  g'i^  sauf  un  coefficient  numérique;  la  somme  S.z'a^»,  de 
même,  est  proportionnelle  à  g',gi-  Les  coefficients  numériques  se 
Irouvent  aisément  au  mojen  de  la  racine  /,  qui  n'est  pas  nulle 
avec  A  ;  on  a,  pour  A  ^  o, 

9.^33  2». 33     , 

t  =  — ;^-  ^3  =  — ;:—  73,         r  =  i\-(, 
.rt=  a". 3*. Y*  =  2-.3-.4';, 

G-' 


(61) 
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l'iir  lc>  inriiirs  cuiisidôralion*.   on  \iiil  dr  siiilc  (jiic  la  (|iiaiilili' 


(6f.)  7^^i''i-^"'.'iy^-^oL' 


a'» 


csl  divisil)!»'  \y.iv  A. 

Revenons  à  W(  l)  que  l'on  pcui  Idiincr  cdinnie  il  siiil .  .Nous  avons 

<!.,(/)=  -(  r  -h  1,1'^  --.-  t]l''-i-. .  .-t-  t'i) 

-    6'^,    (^-r-/,r--H...-n<î) 

— v..5.7i(/'-i-  /i<'^...-i-/f) 


Se  souvenanl  i|uo  ï./'acsl  "ul  cl  observant  les  relations  ((i  i ,  ()a). 
m  Irouve,  tle  suite. 

M'(0  =  7(6^!)='»-H/'.4ii''-t-...; 


le  lernie  on  l'  manque,  et  tous  les  autres,  saut"  le  ijroniier,  contien- 
nent le  liieteui-  A.  si  toutefois  ils  existent;  c'est  ce  ([uil  faut  o\;i- 
niiuer. 

Sdil  /i  re\|Hi-ant  ^\c  A  dans  le  coeflicieiit  de/'".  Eu  5U|»posaul  A 
évanouissant  et  prenant  pour  /  une  des  racines  infiniuienl  petites. 
on  voit  que  ce  ternie  devient  inliniment  petit  de  Tordre  «  -f-  y  '"■ 

Deu\  senihlablcs  termes  donnent  ainsi  des  infiniment  petits 
d'ordres  dlIlVietits,  /(  -i-  \in,  «'-r  ■=•//(';  car  />i  et  ///'  sont  moindres 
que  7  et  \{iii  —  m')  ne  peut  être  entiei-,  (piaud  //(  et  m'  dillèreiit. 
Cela  étant,  la  partie  principale  de  ^l\t)  a,  |)ourordre,  le  plus  petit 
des  nombres  n  -{-j/u.  D'autre  pari,  le  dénominateur  "l'X'),  égal 
au  produit  des  dillerences  de  la  racine  considérée  avec  les  autres 
racines,  contient  six  facteurs  de  l'ordre  ■=  ;  il  est  donc  de  l'ordre  4^. 
Comme  x  a  inie  \,ilcur  linic  — 3v,  le  numérateur  doit  être  aussi 
(le  1  (irilre  ".'  l'I  1  un  a.  pour  eiiaipie  ternie  île  T^n  contenant  le 
faelenr  A"/'",  la  condition 


Mais, à  cause  de  riionioj;(''néité,  ()//  -f-  ,3//»,  <pn  est  le  degr('  de  A"/'", 
doit  être,  au  plus,  égal  à  aa,  degré  de  *l*(/),  cpiand  g-i.  ^',,  /  sont 
considérés  comme  étant  des  degrés  a, 3, 3.  D'ailleurs,  ti«  -+■  3//*  csl 

dlvi-ilile  p. Il' 3.  dune  an  pin-  r'j,n\  à   >.  i  ;  ainsi 


CHAPITRE    11.  79 

A  ces  deux  inégalités  satisfait  d'abord  le  premier  terme  <";  les 
autres  combinaisons  qui  y  satisfont  encore  sont  les  suivantes  At'^. 
\-l^,  \^  t.  Mais  leur  degré  commun  est  21  et  elles  ne  peuvent  être 
complétées  par  un  facteur  entier  en  g.^  et  g^.  Seul  donc,  le  pre- 
mier terme  subsiste,  et  l'on  a 

(63)  X  =  '      ,,  ^ 

On  a,  suivant  (  5r)  ), 

Faisant  l'opération  D  (t.  I,  p,  3oo),  en  considérant,  ilans  D<I>. 
t  comme  une  constante,  on  a,  pour  chaque  racine  /, 

*'(/)D/-4-  D<I>  =  o.        D*  =  -  4(6,:r>)-/". 
Il  en  résulte  que  la  formule  ((J3)  peut  s'écrire  ainsi 

(64)  ^  =  ^^'; 

elle  est  analogue  à  la  formule  (11),  trouvée  déjà  dans  la  division 
par  5  et  nous  en  verrons  plus  loin  la  généralisation.  On  peut, 
comme  on  l'a  fait  dans  le  Chapitre  précédent,  retrouver,  par  cette 
formule,  l'expression  (()o)  du  discriminant  de  l'équation  en  /. 

Nous  allons  appliquer  cette  formule  au  cas  où  ^'2  est  infiniment 
petit. 

Quand  g-,  est   nul,  nous  avons  trouvé  (en  supposant   i';,  >  o) 

(65)  X2  =  i's  =  o,         j-i  =  x-.r,         j'3=a.ro,         x-,—  %''-Xt,.         j-,;  =  otj'. 

a  étant  une  racine  cubique  de  l'unité;  x  et  x^  sont  donnés  par 
les  formules  (26).  Nous  en  avons  déduit  (3o,  3a) 

'   =   '1=^  =  1(3^/27)^3-  /o='3='l  =  l(3-v/-IT)o-3. 

Nous  avons  observé  déjà  (p.  -6)  que  les  dillerences  mutuelles 
de  /,  /(,  /|i  ou  <0!  '31  '4  sont  du  premier  ordre  en  g.^^  quand  «■o,  au 
lieu  d'être  nul,  est  infiniment  petit.  La  formule  (64)  va  donner 
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fiicilcmenl  ce>  ilillV'rcnccs.  Soil.  on  siipposanl  liinlicc  'j.  cyal  ;i  o,.i 
ou  4,  _  _ 

'|i=  1(3  -  \/.i'  )^3-i-  >.^î  v^^j  +. . . . 

1  •  1  .  ^  9.      •*     à  I  .  !     * 

Se   raiiiiclanl   (iii  on    .i    1)^   i»,  "3- —  -\-   -  ir7,  -, —  >  on    en    fk-tlnil. 

iniiind  i'j  l'-l  inliiiimeni  |ielil. 

|iul>.  -iii\  ;ilJl  1,1  l-cl.ili.m  {(]  \  ) 

L'inconnue  ).  esl  ili':U'tinmco  |)ar  là.  Il  sullîra  (.récrire  le  résultai 
sous  la  forme 


((15')  /■  -  ^  f  i-f 


I H 1111-  CI  ne  iclli'  (Icrnicrc  loniiiilc  s  a|i[iln|iic  au\  ^i\  <|  nanti  les  /  .  /,. 
'i-  '0'  'a'  '1'  '1'"^  nous  aU'ecloiis  iraccenls  |ionr  les  (listin^ucr  des 
(iiianlilés  correspondantes  où  <Zi  est  supposé  nul.  1!  esl  enlendii 
d'ailleurs  que  les  /  et  ./•  doiveiU  être  alleelés  d'un  seul  el  niènic 
indice. 

Celte  formule  ne  s'appli(|ne  point  à  /.,  et  /..  dont  on  peut  aussi 
trouver,  iiarla  même  mé'lliode,  les  seconds  termes.  1)  après  l'éipia- 
liiiii  (m)'  •'"  '■  ''  <^"''  ^isililc  ijiii'  /, —  /.,  el /,_ — 1,;  scint  <ln  troi- 
sième ordre  en  ''..,  cl  I  on  trouve 


/  —  / 


r,__^/'i_:^£î-^')"l. 


Cas  où  .il  est  nul. 

Il  est  lout  particulièrement  iiité^rcssanl  d'examiner  les  relations 
précédentes  entre  li'S  racines  dans  le  cas  où  l'invariant  i'.i  esl  nul. 

l'uiir  faire  disparaître  les  dénominateurs  dans  r(''<pialion  résol- 
\anle(i.">).  iimis  preiulrons  alors  ,i''i'=  ]•  Si  I  on  pose 


o. 
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la  résolvante  s'abaisse  an  C|uatrième  degré  et  s'écrit  ainsi  : 

(G(;)  ^*  — 2-.3.7ç3— -i/îs.i.-^î^  iî.^.^Sç  —  3». 7  =  0. 

Le  lliéorèine  dliomagénéilé  (t.  I,  p.  Ja  i,  pour  le  cas   o'j 
donne 

p((u  )~  —  P".         p'i  '"  I  =  ip' II- 

Si  l'on  V  joint  la  propriété  consistant  en  ce  que  deux  périodes  ont 
un  rapport  égal  à  t  (t.  I,  p.  64),  on  sait  d'avance  que,  a  el  \'^a 
étant  les  valeurs  de  p  et  de  p'  pour  une  partie  aliquote  de  période, 
il  en  est  autant  pour  —  a  et  «^  csa.  C'est  aussi  ce  qu'on  retrouve 
par  les  formules  (i6)  :  0-3  étant  nul,  le  changement  de  x  en  —  x 
entraîne  celui  de  :;  en  —  ^,  sans  altération  pour  jk- 

Dans  les  formules  du  paragraphe  précédent,  qui  servent  à  dé- 
duire six  racines  de  deux  d'entre  elles,  nous  allons  supposer  les 
deux  racines  initiales  x  et  j"o  égales  et  de  signes  opposés,  répon- 
dant ainsi  à  une  seule  racine  ^  de  l'équation  (G6).  Nous  suppose- 
rons, en  outre,  y/x„  =  — '\  -^j  ce  qui  donne 

a  -i-  «0  =  ",         b  -r-  bo  ~  o,         c  -^  Co=  o, 

Par  les  égalités  (36,   ÎS  ),  on  a 

(1  —  i }  V  o  a 


\    «1=7 

(C'7)  \  4 


10  a 

80=' 


•la 

xa  sj'^iii  =  —  [a  -h  Oi  -^  A  a  —  a,  )]  \/<5a, 

avec  les  analogues,  obtenues  par  permutation  des  lettres. 

Les  égalités  suivantes  (Sg)  proviennent  d'un  changement  de 
signe  sur  \l x\  mais,  \!xq  devant  rester  inaltéré,  il  faut  ici  changer 
i  en  —  «,  pour  respecter  l'hypothèse  y/.r„  =-  —  isj x. 

On  a  donc 

l'a  a 

■iay/aaf,^  [a  -f-  «6 —  *(«  —  «6}J  V?"  =  —  t[a    -  a^  4-  i(a  —  cti)]  s/'^a, 

IIL  '  6 
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F^cs  forimiles  (  '\tt)  donnent 

1   ,  •  f\/<fb  —  i\/oa\' 

(08)  '      4V        a-r-*        / 

'   —  I  a  -t-  b)\'onf—  (a  -r-  ai)\^rib  —  (  h  —  a,)i'Jofi. 

Ixs   suivantes,   après  unr   permiilalion    circulaire   de    imilcs   les 
leltres.  diimii'iil  aussi 


a  —  6  -+-  Oj  =  -  I   — ^ i?-! —  I    ^  —  i  b      a  —  a,).         t>j  =  —  <7., 

tf  \        a-i-  o       y 

-  -  < (I  -+-  6)4/063=  (oj —  6)v'ça  -T-  10  -rai)i^ob, 
(Gt))  Aj-f-tj— o,         \/o6s=  j/on., 

à  quoi  il  laiil  ajuuler  les  relations  analogues  (|ue  fournil  la  permu- 
tation circulaire  remplaçant  o,  b,  c  par  b,  c,  a  ou  c,  a.  b. 

Les  formules  (  \'>.)  et  (  ^."^  i  dérivent  des  précédentes,  {!\o)  et 

(4  II  par  le  chanifemenl  du  signe  de  \  x,  lequel  doit  ici  être  accom- 
pagné du  changement  de  /  en  —  /,  comme  on  l'a  dit  précédem- 
ment; on  a  donc,  semblahlement, 

(70)  a5-i-6i  =  o,         \/oa5=  Jv/o6j, 

a\ec  les  relalidiiN  (|iii  cm  di  coiilenl   par  la  |H'rrniilation  circulaire. 
Nous  connaissons   maintenant  la  correspondance  des  liuil   ra- 
cines .r  avec  les  quatre  racines  ;,  savoir  : 

X  =  — xo=  /;, 

T5=— J-»—  \<U, 


•1"S  =  — •'•11=  t/?s- 

l)"aj)rès  ri'gidllé  (')7)  et  ses  analogues,  ou  a 

(7.)  ^'  =  -8(^-^-6.  -^-ÏTJ- 

(j'e>l  une  roiirtion  svini'lnipie  en  ii,  />.  >'.   une  IoikIioii  i.iI  loiinillr 

de  X,  par  conséiiuenl.  C'est,  di*  plus,  nue  foriclioii  impaire,   puis- 

ipi'oii  a  ici 

on  —  ia{a*~-  t). 
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On  oblientlrait  l'expression  ex|)licite  de  .r,  par  un  calcul  direct, 
en  prenant  d'aljord 

2  \  abc/  2    \         xz  I 

et  substituant  les  expressions  de  y  et  de  xz^  que  donnent  les  éga- 
lités (i6).  Mais  nous  suivrons  une  autre  voie,  en  retenant  cette 
conséquence  que,  en  élevant  au  carré,  on  a 

/i  désignant  une  fonction  rationnelle.  Cette  égalité  traduit  une 
substitution  qui  conduit  de  la  racine  ç  à  la  racine  ^|. 

Les  mêmes  circonstances  se  présentent  dans  les  formules  (6'8). 
En  développant  le  carré  de  \job  —  i\»rt  et  utilisant  les  équa- 
tions (35),  on  obtient  une  fonction  rationnelle.  Par  l'addition  de 
trois  égalités  semblables,  nous  aurons  x^  en  fonction  rationnelle 
de  x,y,  z,  a,  h,  c,  et  cette  fonction  sera  s\  métrique  en  a,  ù,  c. 
Elle  est  donc,  finalement,  rationnelle  en  x:  de  plus,  elle  est  impaire 
et  l'on  en  conclura 

/.,  désignant  une  nouvelle  fonction  raLionuellc.  C'est  une  seconde 
substitution,  conduisant  de  la  racine  ;  à  la  racine  ?■>•  Cette  substi- 
tution est  imaginaire.  Il  est  clair  enfin  que  la  substitution  con- 
juguéc  conduit  de  \  à  Ss, 

Pour  se  rendre  compte  de  l'effet  de  ces  substitutions,  appliquées 
aux  autres  racines,  il  suffit  de  considérer  les  arguments  elliptiques 
qui  correspondent  à  ces  racines. 

ï?oient —  et —  les  areunu'iits  tiui   corresiiondent   a  x  et  .r,,. 
7  7  ' 

Ces  deux  arguments,  ici  équivalents,  correspondent  à  ;.  En  mémo 

,  ,  •Alo'^-2CO  2(o'-i-I2(0  , 

temps,  les  deux  arguments  et   corresponclcnl 

,    r 

a  ;,. 

r\  .  1       2(o'-î-j(o  .,  ,    1  , 

On  peut  prendre  pour  I  argument  de  .r..  et,  par  cuiisc- 
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iiucnl,   (le    Ço.    La    seconde    forme,    (•(|uivaleiile   ici,    n'est    |ioinl 
j   arguineni   de    a^,    mais   Lien,    suivant    l'égalité   (fit)), 

>  argument  de  11^. 

Semblablement,  on  peut  prendre pour  argument  de  53. 

C'est  l'iirgumenl  de  w,.  Suivant  l'analogue  de  l'égalité  (70).  on  a 

.1                j     f             11'                   .    I     >■        .  8to'-J-4ou) 
et  la  seconde  forme  de  1  argument  de  ?;,  est 

On  retrouve  ces  mêmes  résultats  en  supposant  w'=/(o.  Ou  a. 
de  la  sorte,  les  égalités 


7 

— 

.  9.(0 
I  

7 

= 

0, 

2(o' 

-+- 

12(1» 

— 

.2to'-4-  2(0 

= 

2(0, 

7 

7 

4cu 

"7 

12(0 

.2(o' 

— 

4.0 

= 

2(0, 

7 

8(0 

'-4- 

40  (0 

.îto' 

•  I 

'-(- 

8(0 

= 

;  0(0, 

(pii  mettent  en  icliet  i'é':jui\ulcnce  des  deux  ;iri;unieiits  attribués, 
ad  lihiiin»,  à  chacune  des  racines  \,  ç,,  ;,,  ;;,. 

Al  2(o  51  (0'  'If,  I  1        , 

Avec  les  arguments-^  cl  - —  attribues  a  (i  et  (^o,  h's  substitu- 

7  7 

li<)n>  ci-dessus  (loniicni  les  résultats  suivants  : 

j.    ,,.  ,  , .  '^.  (o'  2  (O 

y  i(ç  1  —  çi.         il  iiryuiiiciil  -^  -  H ) 

.  ...       ,  2(o'        8(0 


â  1  .     2  (0    -   2  (0     .  a  (0    -   I  v)  (•)  . , 

\\ec  les  arfrumcnts el ■   iUtnliiies  a  </,  et  </„, 

"77 


elles  diiiiiic'f'uiil .  (le  mi'nie. 


,  ,  ,      ,.  2(o^-Ia(o       2(0 -^2(u         an) 

.Ml)        <l  aifllimOnt : ;;;; ^  '■»  "T" 

7  7  7 
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c'est  l'argument  de  hfi.  Ainsi, 


De 


même,  on  a 


j-     >    ^        ,.  2(0  —  I2t0  20)  —  20)  .  20)  ■+-  10(0  .   ,,  , 

/2i;i)     (1  argument     ^ -i ^ =3 ,         /2(?i)=?3. 

7  7  7 

f   ,,    .  20)'— 12(0  20)'-!- 20)  20)'-i-4o)  /■  /  ►    x         i- 

y3(?i)  >'  z ^4 ;:; =5 ,  J3{li)^%i, 

J  j  1 

C  lll-I  .  1  .20)'—  4  U)  4'>''-^I2(0 

Seniblablement  encore,  avec  les  arguments —  et  -^^ 

,  7  7 

1  2  (0  '2  (0 

remplaçant  —  et  —  -,  on  a 


J- ,t  \      V                  .      4o)'-i-i20)            20)' -4-4(0              8oj'-h4oo)  y.  ,►  ,        . 

/,(«,)     (largument     ^ ■-     ^—  ~ ! — ,  /i($2)=?3- 

r    ,f     ,                                                4<^'^J20)                 20)' -r-  4(0             ,      2(1)' -f-  120)  .      ,                , 

/2(?2»                        »                      ;^ -1 H^4 /2(;2l=?U 

j-,f    ,                                          4"'-*-  '2  0)           ,2  0)'-i-4'^                 2  0)'  ,,              , 

7  7  7 

v.    p        1                                  2(jo'-f-8(o     ^    8to'-l-4o(o               ,  9,0) 

Lnlin,  les   arffumenls   et —  remplaçant  — -  et 

7                         7                    ^     '  1 

20)' 

—  1  on  trouve 

7 


Pour  achever  l'titucle  de  ces  substitutions,  on  doit  encore  exa- 
miner le  résultat  de  leur  succession;  il  est  exprimé  par  les  rela- 
tions symboliques 

/l/l=''  /2/2— /il  fîfî  =  fiJ 

c'est-à-dire 
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On  Nuil,  ]):ir  In.  (jne  le  groupe  complet  ne  conlienl  |)as  d'aiilif 
sul)sllluti(in. 

Il  siiflil  de  jeler  un  coup  dœil  sur  les  résultais  précédents  pour 
recomuiîlri'  que  la  qiiaulili''  siiivanle 

ne  change  point  si  Ion  ^  remplace  ;  par  ;,,  ç^  ou  Çj.  C'est  une 
fonction  ralionnclle  de  ç,  racine  de  l'éciiialion  (66);  elle  n"a 
(|u"ime  \al('iir  :  c'csl  donc  un  nombre  comnicnsuralde.  Nous  allons 
le  Irouvcr. 

l'onr  une  équation  quelcontpie.  du  (|iialrièinc  degré, 

soient 

(  )n  en  conclut 

I  )  .iiili'c  pai'l,  on  a 

ou,  en  cl'aulres  termes, 

En  élevant  au  carré,  on  en  déduit 

puis,  en  ('liminanl  /,'-, 

<:3)  (iaY-v)>r-(Ys    -',î)(Y--i««-p). 

Cette  équation  en  ^    n'est  autre  (pic  la  n'sullanlc  de  1  l'cpiatnui 
en  5,  d'après  la  méthode  de  Ferrari.  Ayant  ^  ,  on  en  dc'duil 


•l   l'un   ili'iornpdse   I  l'inial  inii   «In   tpial  iic'ini'   il(;;rc  en  dcii\  étpia- 
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lions  du  second  degré,  comprises,   louLes  deux,  sous  la  forme  am- 
biguë 

Cl)  ?2-.i(a±Z)?-4-lY=fii(iaV-Y)  =  o. 

L'une  des  équations  a  les  racines  ?  et  Ç,  :  c'est  celle  qui  correspond 
au  signe  moins,  pris  devant  Z;  l'autre  a  les  racines  Ço  et  \^. 

Dans  le  cas  actuel  où  il  s'agit  de  l'équation  (O'(l)  en  ç,  la  Irans- 
l'orniée  (jS)  est  la  suivante  : 

175)  (Y2— 2-^3*.  71  (Y  -^2.32.7.29)  --=  2^72(3Y  — 2.23)2. 

Nous  savons  qu'elle  a  une  racine  commcnsurable  ;  celte  racine  est 
donc  entière  et  nous  la  trouverons  aisément. 

En  posant  Y  =  —  2.^ Y',  on  aperçoit  immédiatement  que  Y' 
doit  être  entier  et  positif.  Le  résultat  de  la  substitution 

(7Y'2+3i;(3^29^  Y')  =  2(3.7Y'^23)'- 
montre   que    Y'  est  impair,  en  sorte   que  ^\''-+3''  est  divisible 
par  8.  Le  second  membre  est  donc  divisible  par  02  et  Y'  est  de  la 
forme  4^  +  1-  En  posant  \'=:  4"  +  1 1  on  obtient 

(i^/t--^  7«  ^  II)  (65  —  7iJ  =  I  21  ra  -t-  II)-, 
ce  qui  exige 

65  —  71  ;^  II  (mod7).         n     ■  —  2  (niocl7). 

En  même  temps,  n  doit  être  diviseur  du  dernier  coefficient 
1  I  (65 — ■  1 1)  =  2.  3*.  1 1 .  A  ces  conditions  salisibnl  seulement  les 
nombres  12,  33,  54,  dont  le  second  est  elfectivemenl,  et  seul,  ra- 
cine de  l'équation.  Yoici  donc  la  racine  cberchée 

Y  =  — 2.72.19, 
et  l'on  vérifie  sans  peine  que  l'équation  (y.o)  se  décompose  ainsi  : 

(76)  (  Y^-2.72.i9)(Y2-^  22.7Y-f-  22.7.151)  =  o, 

On  a  ensuite 

|Z2=  Y  ^2.32.7.29=  23.7(65-  ii)  =  -iKy 
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et  les  <lcii\  r'f|ii;illi)ns  (lu  sccornl  clet;ré  (~i)  dcviennonl 
(77)  $«-2(aiip8v/7);-7'.i9-2-..n/7'  -  o. 

INdiis  li's  résoiidiiin-;  plus  lniii.  Il  siillil,  pcnir  li-  iihpiiiliiI  ,  ilc  savoir 
c|iir  j'iinc  de  ces  équations,  celle  qui  correspond  au  signe  infé- 
rieur, a  ses  racines,  ç  el  ç,,  réelles  et  de  signes  o|>posés,  l;indi< 
qiio  l'autre  a  ses  racines  imaginaires,  ;;  et  ^3. 


Distinction  des  diverses  racines  entre  elles, 
dans  le  cas  i'i  "    o- 

Prenons,  pour  2(o  et  210',  la  période  réelle  cl  la  période  pure- 
mnul  iiiiMijinairc.  Nous  avons,  en  ce  cas, 

(  78  )  o  >'  6  >  c  >  1  : 

X  est  réel  et  positif  :  c'est  la  racine  carrée  positive  de  la  quantité 
positive  ;.  Les  trois  (|iiaiilil('s  -^a.  -^b,  se  sont  positives  et,  d'a- 
près l'égalité  (7:'.),  -^  est  réel  cl  négatif.  Soil  ;,  la  seconde  racine 
réelle  :  elle  est  négative;  on  aura 


3^6 


=  —  a:,  -  v/çi  =  i  \/—  îi , 


^ — Ç,  étant  |irlsc  |)i>>ili\('nieiil. 

Pour  les  auhi'-;  liicliic-;,  les  loriuules  sont  plus  compliquées,  et 
nous  allons  d  aliord  Iraiisforiner  l'expression  de  ri-,.  Additionnons, 
entre  eux,  les  deux  arguments  î  (^(o' -;- w')  et  ïuo' — o'*  :  pour  le 
premier,  les  loriclioiis  p  et  p'  oui  les  valeurs  (>,  et  y'961  ;  pt)ur  le 
second.  — C|   cl  l^/'if,.   I,a  soiiiinr  c-ii  l'gale  à 

(liU)'—  4w>  , 

^  —  »  (hi  -<-  u  co  I  : 

7 

cesl,  au   signe  près,  I  .ii^uinciil  de  </_,.  (  tii   ,1  doni' 

'  \       6|  *  c,        / 
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Les  relations  (67)  donnent 
(801       rt  1  "  —  -  (  rt  —  -  ) ,  /ç  «1  =     ~^     [a  ^  -)l/« , 


^„_ij,  /ç«,  =  ^(^«^ij^ 


en  sorte  que  \j'-oa,  et  les  analogues  ^  tpi,  ,  y  cic,  sont  les  produits 
de  quantités  réelles  par  la  même  quantité  imaginaire  « '+ i ,  dont 
le  carré  est  2«.  Dans  le  second  membre  (7;)),  développé  ainsi 

c'est  donc  le  premier  terme  qui  est  purement  imaginaire,  tandis 

que  le  second  est  réel.  Au  contraire,  dans  le  second  membre  (68) 

développé 

,  106  —  'Sa        i  1/9  b  V  »  a 

b  —  a^  a^=  7 irr; 7-^ r"^  ' 

4   («-T-0)-        2   \,a-i-b)- 

c'cst  le  premier  terme  qui  est  réel.  D  autre  part,  b  —  a  est  réel  et 
b\  —  C|  purement  imaginaire,  en  sorte  (pi'ori  a 

r   cp  /;  I  —  o  c  I  i   \l  ob  \J<S)  a 

4  [b,^c,Y  -^ ^i -  6.  =  -  -  jti^Z^y  ' 

1  ob  —  oa                   ,             ('  ^^'i'b,  \/oci 
-  ' ' —    -^  a  —  b  — '   — — 


4  (a-^by-  ■>.   (bi^CiY^ 

avec  les  relations  analogues,  déduites  de  celles-là  par  la  permuta- 
tion circulaire.  On  peut  donc  conclure 

,        i   zib  —  (ia  ,  \   fb,  —  toci 

"^=  —  b^l  C^-riji  -^'-^'-^  4  V^tf 

ou,  en  mettant  4"(rt- — i  ),  au  lien  de  c3«, 

_  {a~  b'){ab  +  1)    ^    (Ci—  6,  )(  Ci^i  +  i) 
'^'^  (a  +  6)2  ^  (cr-(-6,)2 

On  a  ainsi 

^-2  =  U  -  iV, 

j,  _     (g  —  b)(ab  -^  i)  C6  — c)(6c^-i)  (c  —  «)  Cca -f- i) 

~  O  -I-  6  )2  ~  (  6  -h  c  )-  (  c  —  a  )2        ' 

■y  _  ("i  —  ^rV'Ti&i  — i")        (^1  — Ci)(6iC|-(- i)        (c,— a,)fci<a!i-l-i) 
i,«i  — 6ij-  ^bi-rCi)-^  i,fiH-«ij^ 
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l'dur  le  iiiinK-ralciir  de  L  , 

i:(a  —  b){ab<^i  i(b  -~  c)-  (c  —  a)', 

on  trouve  aisément  Texpression 

—  I  rt  ^  6  )  (6  —  c)  (c  —  a)  (SaSiî- -  3a6c  Sa -+- 3  Soi -T-  Sa»  1. 

montrant  ijuc  U  est  inu-  ([iiaiililé  positive,  siiivaiil  les  inégalités 
(-8).  Mais,  à  l'égard  de  V,  il  faut  y  regarder  plus  attenlivemenl. 
Transformons  d'abord  U;  posons 

(a  —  b)(b  —  c)(c~  a)    ~ 
et  concluons 

PU  =  y- -h  xz  -i- X* -^ y. 

Cliassons  :;  d'après  la  relalion  i  i  i  i.  puis  r-  par  la  relation  [i.\  ) 
el  cndn  r  par  la  jH-cuiière  égalité  (i())  ;  nous  obtenons  ainsi 

I2(7.r2  — 5)PU  =  5x6-r-i5iT'— .i5.rî— 117. 

l'.ii  incllant  ri,,  A,,  c,  au  lieu  de  (/,  b,  c;  ;,  au  lieu  de  .r-, 
nous  aurons  donc 

811  -i2f5-7Ç,)P,Vt=T=5|î--i5ifî-2i«,-ii7. 

La  quaiililé  - —  ;,,  dont  nous  aurons  tout  à  l'heure  lexpression 
explicite,  est  comprise  en  18  et  u).  Le  second  membre  (81)  change 
de  signe  une  seule  fois  quand  — ;,  va  de  zéro  à  l'infini  positif;  il 
est  encore  positif  pour  — ^1  =^  20.  11  est  donc  ici  positif.  D'autre 
part,  d'après  la  relation  (80),  on  a 

(a^-b,)(b,—  Cl)(c,      a,)  _  iV,^  J  \  /,^  ±\  (,^  1_\, 

et  les  facteurs  [a,  -+•  b,  )-,  .  .  .  sont  négatifs,  en  sorir  (pic  /!',  est 
iK-gatil  el,  par  conséquent,  \  est  positif,  l'iiialrmenl ,  d'après 
les  égalités  (71)  et  L',  \  di''~i^riaiil  ili-iix  (pi. ml  îles  posili\es, 
on  H 

(  .rj=:        u  --('V.  ,r„-        t         /\. 

xj=-U-.- jV,        j-,  =      Il  -/V. 


CHAPITRE    II.  91 

Suivant  les  égalités  (71),  ^2  a  sa  partie  imaginaire  positive,  2«  IJV: 
^'^2  est  celle  des  deux  racines  carrées  où  la  partie  imaginaire  est 
positive  aussi.  Enfin  ^^3  est  la  quantité  conjuguée  de  ^  Zn. 

Formules  relatives  au  cas  .i'j  =  o. 

Résolvons  l'équation  du  second  degré  (77*,  en  observant  que 
l'on  a 

(21 -- 8  y/^)-- 7M9  -  2M  1  V''7  =  ^v^jCi^   "  Sv/y)'- 

Tl  en  résulte 

?  =  21  4-8v/7-4-(i3^5v^7)v  avV. 

et  cette  formule,  si  l'on  y  change  lesignc  de^  ■-  et  de  V  ay  7,  fournil 
les  quatre  quantités  ç.  La  séparant  en  quatre  formules  distinctes, 
avec  l'acception  arithmétique  prise  |)Our  chaque  radical,  on  aura, 
conformément  à  la  définition  précise  des  quatre  racines, 

?  =  21  --  8v'7^('3  -+-  5v/'7)v''-'V7. 
,  ?,  =  21  -  8/7-(i3  --  5v/7V'-i\/7". 
?,  =  21—  8v  7  ~  j(5v'7  —  ij)V'''v/7. 
«3  =  21  — 8  v''7  — «(5/7  — i3)v  2v/7- 

On  a  vu  plus  haut  que  les  x  de  divers  indices  s'expriment  ration- 
nellement en  fonction  de  l'une  de  ces  quantités.  Il  en  résulte  que 

les  divers  produits  \  ^?i,  y'ii2)  •■•  s'expriment  rationnellement 
en  ç  et,  par  conséquent,  contiennent  seulement  les  irrationnelles 

y'^etVaV/-  (^'est  ce  que  nous  allons  retrouver  aisément.  On  a 
d'abord 

72.19 -t- 2^1 1/7  =  1  /7('9-^  7/7)^- 

De  là,  conformément  à  l'équation  (--)elà  nos  conventions  sur 
les  acceptions  de  \  çi,  \  ^2,  \/ç3i 


i 
2 

I  8  !  ) 


\^lh   =  -('9-f-7/7)V:iV''7. 
/iTr3=i(.9-7/7)vW7> 
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Celle  (Ici  iiiLTc  ('galilé  est  d'accord  avec  le  dernier  terme  de  l'é- 
qualion  (<)6),  comme  il  convienl. 

En  prenant  les  racines  imaginaires  Y  de  l'équation  (  jfi).  on  a 

î$î --Si  Es  =  -«4  "-24/7'. 
?;3-^  ?i$j  =  — 14  —  24  v^'. 

comme  les  formules  (f^3)  permettent  de  le  vérifier. 
Des  formules  ci-dessus,  on  conclut 

sh-  ^?3-+-  av/f|;i;b  -  - 14  -  4-V7t =(7  -^  31V7)'. 

Ç?î--  ?.?3-  ^V?17M^-  -  '4  -t-    6/7»  =  rV7(/7  --  0'- 
puis,  on  extrayant  les  racines  carrées, 

(  v/?li  +  v/^i;=7--3iV7' 

*'"  j  v/?i;-v/?T?i=  ^■(/7^0V277. 

Voici  commoiit  sonl  ici  Hxés  les  signes  dans  l'extraction  des 
racines  carrées  dos  scconils  membres.  D'a[)rôs  les  éijalités  (71)  et 
(82).  on  a 

i/$l  =  U  -r^  t  V.        yA^  =  U  -  i\. 

U  et  V  élant  positifs  cl,  «mi  oulre,  V  ^  U,  puisque  l  - — V-, 
partie  réelle  de  Çj,  est  une  quantité  négative,  21  — ^V'7-  D'ailleurs 
yl  est  positive  et  yl,  =  <\  —  ^1,  avec  y  —  ^,  >  o.  Il  s'ensuit  d'a- 
bord qu'au  premier  membre  de  la  première  formule  (  S.")  1,  les 
parties  n'ellcs  et  imaginaires  sont  toutes  deux  positives.  D'autre 
p.irl,   i>ii   a 

\/iÛ  -  /STG  =  y/j  (  u  -i-  / V ,  -  .•  v/-T|;(  u  -  .•  V  ) 

(Ji',  en  niènic  U'nijis  (pic  \  U,  on  a  aussi  y  i  r~^  S  — Si-  '•' 
partie  imaginaire  est  donc  positive,  et  c'est  ce  qui  règle  le  signe 
dans  la  soeuiidc  égalité  (8.V). 

{•,11  pi'i'n;iMl.  ilo  p:irl  ol  d  aiilro,  les  (|imiiI  ili''<  ocin  jiigiii'o^.  on  dml 
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échanger  y  ço  avec  ^^3  et  changer  aussi  le  signe   de  ^  ;,,   ce  qui 
donne 


(8G) 


Autre  cas  particulier. 

Le  cas  0-3  =  0,  que  l'on  vient  d'étudier,  préseule  cette  particu- 
larité que  les  racines  x  y  sont,  deux  à  deux,  égales  et  de  signes 
opposés.  Cette  même  particularité,  mais  pour  une  seule  paire  de 
racines,  a  encore  lieu  si  l'équation  (i5)  a  une  racine  commune 
avec  cette  autre  équation 

-  -^  .2  -  o 

.,4    „  »  2   —  "' 


\8-. 


comme  on  le  voit  immédiatement  sur  la  forme  (i4).    Résolvant 
cette  dernière  équation,  on  a,  en  faisant  i?2=  4i 

On  a,  pour  cette  valeur  de  x-, 


202" 


2-*.7  X- 


^  =  3-i:ii—     -f-io^Qi:i:-^=82 


''^^(.'"^T^ 


^1)         ■'K     v/77      V     v/7; 


■•*•'■      -r*  ^2  =  4 


l^  ^  JL 

7  ~  V7 


Il  en  résulte,  d'après  l'équation  (i4)) 


v/7 

En  nous  bornant  au  cas  des  invariants  réels,  nous  devrons  sup- 
poser g.;,  positif,  sans  quoi,  d'après  cette  dernière  égalité,  ^3  serait 
imaginaire.  Ainsi,  g^  étant  positif,  nous  avons  ici  des  valeurs 
de  gi,  telles  que,  pour  chacune  d'elles,  il  existe  deux  racines  x. 
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égales  el  de  signes  opposés;  elles  sonl  purement  imaginaires 


.=-;,.(,.A). 


I)";ilii('s  r«''"alilc  (S-  ,  on  a 


C^fS; 


A-(-"-^> 


Cl  A  csl  |)osilir  ou  négatif,  siii\:tiil  <|iic  l'un  |)r<>iiil  le  signe  supé- 
rieur ou  le  signe  inférieur  devaiil  le  dernier  terme. 

Les  deux  Tableaux  ci-après  font  connailre,  pour  tous  les  cas  où 
les  invariants  sonl  réels,  les  signes  des  parties  réelles  et  des  partie^ 
imaginaires  des  racines  x,„.  On  suppcrse  choisies,  pour  ai.) 
et  ati)',  la  jjériodc  réelle  et  la  période  purement  imaginaire  :  la 
racine  jc,  toujours  réelle  el  positive,  el  la  racine  jr„.  toujours 
réelle  et  négative,  sonl  omises.  On  désigne  par  g'^,  g"^  et  g'I  les 
valeurs  particulières  de  g^  signalées  précc-demmenl  (p.  :").'?  cl  ii'O, 
savoir 


î(.3î.ii 


a. 3*. Il 


3:^^.^/|^^/5.,3  +  ^ 


L;i  première  i'.,  esl  comprise  entre  les  deux  autres  :  elle  est 
moindre  <|ue  i^™;  car  on  a  vu  (piCllo  l'oui'nll  un  discriminant  po- 
sitif, tandis  (pie  i,' ,  donne  nu  discriminant  négalil'.  lille  est  plu> 
grande  ciue  i'.,,  conniir  on  le  \oit  iiniurdjalcuient  aussi  par  la  eoni- 
|)ai:iis()n  des  \ali'ur-(hi  (lis(  riniiiiani .  doiiiianl  lieu  à  rinc^alilc 


Celle  inégalili'  se  vi'iHic  le  plu>  lacilcmcnt .  m  1  on  \  rcinplaec  \/" 
par  la  ri'duilc  ",   approcliéc  |iar  excès. 

(  )n  suppose  gi  constant;  g-^  vaiii-  de  —  y.  à  -f-  x.  I  •.ni',  le  prc- 
niicj-   1  alilc:iu  i'j  est  négatif:  le  diMi  imiiKuil  est  donc  iou|our>  m''- 
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galif.  Dans  le  second  Tableau,  le  discriminanl  est  positif  quand  ^-3 

;  il  est  négatif  en  dehors  de  ces 


varie  de  -^     l^TJ    ='  "+- \ 

limites.  Voici  le  premier  Tableau,  où  l'on  a  juxtaposé  les  racines 

imaginaires  conjuguées  x,   et  .r,,,  Xj  et ./'.,,  x-y  et  X:,  : 


I.  —   g-2<  o. 


g. 

X, 

^r. 

^, 

^, 

x^ 

a-. 

-h  ce 



—       + 

-+-      — 

+       + 

(1       0 

0        0 

0 

0       — 

0        -1- 

^       — 

-+-       -+- 

—     -+- 

—    — 

30 

+    — 

-h       ■+- 

0        0 

0          0 

—    + 

—     — 

On  voit,  sur  ce  Taljieau,  deux  signes  pour  chaque  cas  :  le  pre- 
mier signe  est  celui  de  la  partie  réelle,  le  second  celui  de  la  partie 
imaginaire.  Ainsi,  la  première  indication  0-3  = -1- 00 ,  .r,  =  — 
exprime  "que  x^,  pour  g^  =  -|-  oc,  a  la  forme  —  a  —  /^  où  a  et  p 
sont  positifs;  a;2=  o  exprime  que  x^  est  égal  à  zéro.  On  a  men- 
tionné, outre  les  valeurs  extrêmes  ^3  =  ±  ce,  la  seule  valeur  inter- 
médiaire ff3=^  o,  pour  laquelle  les  parties  réelles  de  X|  et  de  X(, 
s'évanouissent  en  changeant  de  signe.  Pour  aucune  autre  valeur 
de  ffi,  il  n'y  a  changement  de  signe  dans  la  partie  réelle  ou  la 
partie  imaginaire  d'une  racine.  Ces  changements,  on  l'a  vu  précé- 
demment, se  produisent  seulement  pour  les  valeurs  de  ^3  incom- 
patibles avec  l'hypothèse  5 '2  <  o.  Nous  allons  trouver  ces  valeurs 
particulières  dans  le  second  Tableau  que  voici  : 
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n.  —  iÇ'j>o. 


vm 


ni 

si 

o 

-si 

-Si 


-V  (?')■) 


-Si 


^. 


X^ 

^. 

./ 

./•, 

-t-      -4-0 

-t-       —  0 

■+- 

-■-  o 

_;_         o 

»         -t- 

Il         — 

-1- 

-H 

—        -+- 

—       — 

H- 

+ 

/ 

./■ 

-,^ 

+  ..   , 

M 

-t- 

->-     j 

— 

(» 

"     t 

..              n 

l'.v.ippii iKins   iliihiiiil    Li    iMilic   siiiurifiii-o   ilc  ce   Tableau,  ci'lle 

{|iii  est  l'cl.iln  (•  aux  \iilfiirs  lie  i'^  iuin|)iis('s  cnlie  I      (~r)    ^'  ~  ^i 

et  pour  los(|U('llcs  le  discriniinanl  esl  néfialif.  Les  valeurs  extrêmes, 

pour  i,':,  = -r  ic,  sont  les  iiit'nics  (|Mc  ilaii>  !<■  I  alilr.iu  préii'iliiil.  el 
confornies  à  ce  qui  a  ('•It-  dit  (  p.  "xi  K  Les  valeurs  tics  racines,  pour 

^"■j^l/f^-'j    ,  au   cas  (lu    cliseriiiiiiiant    m'^atif,   ont    été  éluiliées 

(p.  r".>.)  :  li's  parties  imaginaires  sont  nulles:  mais,  en  les  considé- 
rant comine  inliniment  petites,  on  a  relaté  leurs  signes  par  la  no- 
tation -|- o  on  — o,  indiquant  un  infiniment  petit,  positif  ou  né- 
gatif. Enlre  ces  valeurs  extremis  de  i':i.  nous  avons  Iroiné  la 
valeur  intermédiaire  g"[,  pour  laipudle  deux  racines  eonjuj;n('os 
sont  purement  imaginaires  (p.  ()  {),  sans  savoir  tontelois  quelles 
étaient  ces  racines.  Mais,  aux  exliémilés,  .r .^  et  ./'i  sont  les  seules 
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racines  où  les  parties  réelles  aient  changé  de  signe.  Ce  sont^Tj  et 
^4  les  racines  dont  il  s'agit. 

Nous  dirons  plus  loin  pour  quelle  raison  les  indications  rela- 
tives à  chaque  racine  sont  portées,  dans  la  suite  du  Tableau,  à  des 
colonnes  dillerentes. 

La  partie  inférieure  du  Tableau  correspond  aux  valeurs  de  "3 


comprises  entre  —  y    {y.j    et  —  co.  On  l'obtient  au  moyen  de  la 

partie  supérieure,  par  le  changement  du  signe  de  "3,  et  en  outre 

(p.  58), 

^^  I   i-eiiiplaraMt  x„ 

i  par     —  Xc, 

La  partie  moyenne  du  Tableau  correspond  aux  discriminants 
positifs.  Les  résultats  relatifs  aux  valeurs  extrêmes,  ainsi  qu'à 
o-.,  =  0,  ont  été  trouvés  précédemment.  Pour  g3=  s;'.  ,  deux  ra- 
cines conjuguées  deviennent  égales  entre  elles  et  leurs  parties 
imaginaires  changent  de  signe  :  la   considération  des  signes  des 


■Te, 

■ri, 

^3, 

^i: 

2'5 

x-1, 

—  ^3, 

—  ^2, 

—"■^5, 

^4 

■o-^ 


parties  imaginaires,  pour  ff,  =  ^  (f  )''"'  P"""^  e3=o,  montre 
que  ce  changement  de  signe  concerne  .r,  et  œ^.  C'est  de  la  même 
manière  que  l'on  trouve  les  racines  devenant  purement  imaginaires 

pour  5-3  =  5';.  Entre  gj^o  et  ^'3=_^/  /ÇV  les  résultats  se 
déduisent  de  ces  derniers  par  les  changements  (A). 

11  n'y  a  aucune  continuité  entre  les  fonctions  elliptiques  quand 
le  discriminant  change  de  signe.  Mais  les  quantités  x„„  i'onctions 
algébriques  de  ^^3,  sont  continues.  C'est  leur  continuité  qui  est  fi- 
gurée dans  le  Tableau  par  la  disposition  des  colonnes  verticales. 
D'après  les  égalités  (56)  et  (Sj),  donnant,  toutes  deux,  l'expres- 
sion approchée  de  chaque  racine  pour  £•■.,  =  {'  (P)\  et  relatives, 
la  seconde,  aux  valeurs  supérieures,  la  première  aux  valeurs  infé- 
rieures de  03,  on  voit  que  la  même  racine  dénommée  x^  dans  la 
partie  supérieure  du  Tableau  doit  être  dénommée  x..,„,  dans  la 
partie  moyenne,  l'indice  4/«  étant  d'ailleurs  pris  aux  multiples 
près  de  7.  Pour  connaître  ensuite  les  indices  relatifs  à  la  partie 
inférieure  du  Tableau,  il  faut  faire  d'abord  la  substitution  (  \),  puis 

in.  ^ 
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diviser  chaque  indice  par  \,  el  faire,  de  nouveau,  la  substitu- 
tion (A).  Par  ces  opérations,  l'indice  m  de  la  partie  supi'-ricure, 
devenu  4"'  dans  la  partie  moyenne,  est  changé  successivement  en 

—  ...  . ,  —   _ — ,    i6i)i.   Ce  dernier  nombre,   «lui    se  réduit  à   y.»* 

\  m  10  m  ' 

(mod  7),  est  égal  à  l'indice  demandé.  Ainsi,  par  exemple,  une 
même  racine  de  l'équation  (i5),  quand  ^3  varie  de  -j- x  à  —  ac, 
est  successivement  dénommée  x,,  x,  cl  x-,- 


Généralités  sur  la  division  des  périodes  par  un  nombre 
premier. 

Nous  allons  passer  en  revue  cnichpies-unes  des  propriétés,  re- 
connues précédemment  dans  la  division  des  périodes  par  5  et 
par  -,  et  qui  peuvent  être  étendues  à  la  division  par  un  nombre 
premier  quclconcjue.  Soit  it  ce  nombre  premier.  Les  /('"""'*  parties 
de  périodes,  c'est-à-dire  les  arguments  ddiil  le  produit  p.ir  /i  lait 
une  période,  étant  pris  pour  arguments  de  la  fonction  j),  font 
acquérir  à  cette  fouclion  des  valeurs  en  nombre  .7(/(- — i).  Ces 
valeurs  de  p  peuvent  aussi  être  définies  comme  étant  les  racines 
(runc  équation  algébrique  •!/„  =r  o  (l.  1,  p.  99);  mais  l'analyse 
employée   ici  les  l'ail  trouver  d'une  autre  manière.  Soil  n  l'une 

d'elles,  répondant  à  l'argument--  •  20)  étant  nue  période  quel- 
conque. Aux  multiples  de  cet  argument  répondent  d'autres  valeurs 
de  p,  analogues,  que  nous  d(''signons  par  b,  c,  d,  ...,  comme 
nous  1  avons  fait  au  ilcliul  de  ce  Clmpil i<'.  Entre  r7,  h.  r.  <l,  ... 
nous  avons  vu  comment  on  peut  former  des  l'qualions  algt'briques. 
(les  é(|ualions.  dans  leur  ensemble,  sont  eiilièremenl  >vmélri(|ues 
reliill\  euient  à  a.  b,  r.  1/,  ....  l'I  c"e>l  là  une  jiropriélc'  essirilieih\ 
<pii  n'aurait  poini  lieu  si  n  n'élail  ])iiinl  un  nombre  premier.  Mul- 
lipliaiil.  en  cnVt,  une  /("'""'  partie  de  pi'riode  par  les  nombres  1,  a. 
.'),  ...Il — i),  on  obileni,  quand  /(  est  premier,  de  nouveaux 
arguments  qui  soiii,  iu\-inémcs,  des  /)"""''  parties  de  périodes  et 
ilonl  les  diirérences,  tleu\  à  deux,  ne  peuvent  être  des  périodes  : 
en  prenani  donc,  poui'ielire  initiale.  /*,  <•....  an  lieu  de  <i.  on  re- 
IrouNc,  (l.iii'i  un  iiulr'c  nidic.  toute-.  ei'>  uii'uies  (pi.inl I ti'--.  Au  eon- 
I  lairi-,  (pjiiijii  //  u  r-.|  p;is  premier',  il  exi'-te.  dans  la  Mille  i  .  a,  ,i 
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{  n  —  i),  des  nombres  qui  ne  sont  pas  premiers  avec  n  :  en  multi- 
pliant, par  un  tel  nombre,  le  premier  argument,  on  n'obtient  pas, 
à  proprement  parler,  une  n""""  partie  de  période,  mais  un  argu- 
ment —  1  m  étant  un  diviseur  de  /i.  La  quantité  h,  qui  répond  à 

cet  argument,  ne  peut  évidemment  remplacer  a  dans  l'analvse 
qu'on  vient  de  rappeler  et  les  équations,  dans  leur  ensemble,  pré- 
sentent une  dissymétrie.  Nous  n'avons  pas  à  insister  sur  ce  point, 
pour  le  moment;  nous  voulons  supposer,  pour  u,  un  nombre  pre- 
tnier.  La  symétrie  des  équations  conduit  à  prendre,  pour  incon- 
nues, des  fonctions  symétriques  de  a,  h,  f ,  c/,  .  .  .;  ce  seront  les 
coellicients  x,  x\  x" .  ...  de  l'équation 

I  8S  )  cC  —  xa''-^  ~  x' a''-"^  —  x' (C-^ . . .  =  o, 

admettant  a,  h,  c,  d .  ...    pour  racines.   Son  degré  v  est  égal  à 

.:(n  —  i)    car  les  arguments et donnent   une  seule 

-  ^  '  °  Il  II 

et  même  valeur  à  la  fonction  p.  Dans  la  division  par  5  et  par  j. 
nous  avons  mis  x^  y^  z  au  lieu  de  x^  x\  x" . 

On  pourra  choisir,  pour  inconnue,  le  premier  coefficient  j-;.  Il 
sera  fourni  par  une  équation  algébrique,  et  les  autres  coefficients 
.;•',  ,z",  ...  s'exprimeront  en  fonction  rationnelle  de  x.  Le  degré  de 
l'équation  résolvante  en  x  est  égal  au  nombre  des  groupes  analogues 
à  «,  6,  c,  d,  . . .  .  Deux  groupes  ne  peuvent  avoir  aucun  terme  com- 
mun ;  chacun  comprend  i  (/;  —  i)  termes  et  l'ensemble  en  contient 
!r{n- —  i).  Le  nombre  des  groupes  est  donc  /?  +  i  ;  tel  est  le  degré 
de  la  résolvante  en  x,  et  nous  avons  trouvé  effectivement  les  degrés 
6  et  8  dans  les  cas  /i  =  5  et  n  =  7. 

La  résolvante  en  x  a  pour  coefficients  des  polynômes  entiers 
en  g-.i  et  S'i  fjuand  le  premier  coefficient  est  réduit  à  l'unité;  c'est 
ce  que,  dans  un  langage  abrégé,  on  exprime  en  disant  que  x  est 
une  fonction  algébrique  entière.  En  effet,  d'après  la  forme  de 
l'équation  •]>„  =  o,  toutes  les  quantités  a,  b,  c, .  . .  sont  des  fonc- 
tions algébriques  entières;  il  en  est  donc  autant  de  la  somme  de 
quelques-unes  d'entre  elles.  La  même  propriété  a  lieu  pour  x' . 
.(■", ....  C'est  ce  qu'on  voit  aussi  par  la  considération  du  cas  où  le 
discriminant  est  évanouissant,  seul  cas  où  l'on  pourrait  craindre 
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que  .rpùl  ilcveiiii-  iiiliiii.  l>ii  scrif  h  iloiililc  indice  (l.  1.  |i.  .IGGi 


diiiinc,  pour  ce  cas,  un  rcnscij,'ncnicnl  imniédiul.  Su|jp.p»iii>,  en 
efl'cl,  infinie  une  période  ■>.(<)',  tandis  qu'une  autre,  2«o,  reste  (inie. 
Alors  (c,  (Mil  est  une  période  (pielconcpie  n/z/to-f-  '.ifi'io',  est  iiili- 
nie,  sauf  quand  on  prend  /«'=  o.  De  même,  si  I  on  suppose 


2  /■  «O  -4-  2  A"'  w' 
u  =  j 


//  est  infini  sauf  si  Ion  a/.'=3  0.  Il  suit  delà,  en  premier  lieu,  que 
les  diverses  cjuanliles  p sonl  représentées  chacune   par  une 

,••11  .      .   1  .  •'  /.  (0  ,  ,  , 

senc  simple,  la  |)reccdentc  ou  ii  =  -       ,  et  ou  (r  prend  toutes  les 

I  I-  1   I-        .      .       1  .■.  '        aXto— aA-'w' 

valeurs  9./m<>.  hn  second  heu,  toutes  les  quantités  J3 


/{ 

où  /.'  n'est  pas  nul,  se  réduisent  à  1  iinicpie  série  sinqile  —  >  — ^ 
où  u'  prend  les  valeurs  9.  m  m. 

Ainsi,  quand  le  discriminant  sévanouit,  toutes  les  quantités  a. 
fj,...  restent  finies;  en  outre,  dans  tous  les  groupes,  sauf  un  seul, 
elles  prennent  une  seule  et  même  valeur.  Outre  que  nous  recon- 
naissons, de  la  sorte,  la  nature  entière  des  cooHieicnts  de  la- résol- 
vante, nous  voyons  encore  que,  le  cliscriniiiuint  srvunoiiixsant . 
la  résolvante  a  une  racine  nuilliple  il' ordre  n .  \  oiei  le  nK)ven  le 

iiliis  simple  de  connaître  celle  racine.  La  série  —  >  -,.\;ileur 
I  I  ^^  ,1  - 

commune  de  toutes  les  quantités  (/,  un  seul  i;r(iupe  excepté,  ne  dé- 
pend |)oinl  de  /(.  Considérons  donc  le  cas  n  =  :>..  Le  discriminant 
s'i'-vaiKiiiissant,  lieux  ravines  r,  deviennenl  égales  entre  elles:  leur 
valeur  ciimuuine  est  celle  de  la  série.  Ln  supposant,  comme  pré- 
cédenimcul  (46), 

j?i=I2T'.         .■S'j- 8y'— e, 

E  étant  évanouissant,  on  a,  j^oiir  la  racine  double  du  pulviiruiK' 
4.v"  —  f!-,s  —  i";,,  la  valeur  •••  *  ■''*'  donc  —  ^  («  -  -  l')  y  à  «pioi  se 
réduit  la  racine  multiple,  (icuiimi-  d'ailleurs,  vu  riinmo^cnéili'.  la 
^ommi'  (li's  racines  ./'c^l  nulle,  on  a  iiiJiiK'ili.ileiiiiiil  l.i  r.ieine  Miii|il('  : 
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le  discriminant  s'cyanouissant,  la  résoh'antc  en  x  se  réduit  à 
(89)  [.r  — J.  «(>  — i)-']  [x  —  {[n  —  i)y]''  =  o. 

A  cause  de  riiomogénéité  et  de  la  forme  enlière  des  coefficients, 
on  connaît,  par  cette  voie,  les  premiers  termes  de  l'équation  en  .r, 
à  savoir  ceux,  oîi  le  degré  n'atteint  pas  6.  Il  suffit,  pour  les  obtenir, 
de  faire,  dans  le  développement  du  premier  membre(89),  les  sub- 
stitutions 

à  quoi  l'on  doit  joindre  encore  celle-ci 

Quant  aux  autres  termes,  il  y  subsiste  des  parties  encore  in- 
connues. On  aura  à  faire,  par  exemple,  les  substitutions 

.,6  C     1      o-,U_i_   ~    \  ,,8  M      <r,  'il-;-    3   o-,  A 

I    —Kyï"-)     ■    ^     '  I    —{yioi)    -f-po2-ii         ■■■■, 

a,  [j,...  étant  des  coefficients  numériques,  que  cette  analyse  ne 
peut  donner. 

Soil  maintcnantà  trouver,  pour  un  discriminant  infiniment  petit, 
hi  partie  principale  de 

>.  k  0>  -r-  2  k'  f'j' 
J 

Employons,  à  cet  clTet,  le  développement  de  pu  en  série  Irigo- 
nomélrique  (t.  I,  p.  42(J)  en  v  prenant 

•).  I;  (0  -^  1 A  (ij  

Il  —  ,  (7  =  e  t^  . 

Il  ^ 

On  a,  de  cette  manière 


ITZ"  2  /■(  71     2  /■ 

n      fi  n 


sin^  — 


e    "    q  ' 


,     /  ^„  \  ,/     2^     2^'  _2^      _2A'  \ 

-  (  cos 1= \e"<7"-i-e       "(7     "  —  2/, 

■2  \  lu  I  '\  '  ' 

/     ^mliiv-.     '2r/i/i'                 2/7i^-/'îT          2/hA-'\ 
III K  T.  l 

\e     "     (/   "   -^  e       "     (J      "   ). 


cos =  -\e     "     ei   "   -^  e        "     q 

O)  2    • 
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Si  Ion  suppose  /.' r!-^(«  —  i  ),  la  partie  |H'inci|)ale  du  di'vclop 
jicmenl  provienl  du  terme  non  compris  dans  la  série  cl  l'on  a 


—  \  î  '*'"    '*' 


2A-tO-l-2/.CJ     ,  1.  /t\*     


Si  A'  csl  supérieur  à  .;(/;  —  i  ),  mais  inli  rieur  à  /(,  condition  né- 
cessaire à  l'existence  du  développement  emplové-,  c'est  le  premier 
terme  de  la  série  <pii  fournit  la  jiarlie  prineipale.  An  surplus,  on  a 

,«. — j  =  p  (^ — ^^ — y 

et  le  second  cas  peut  être  ramené  au  premier.  Se  souvenant  (jue 
y,(o  se  développe  suivant  les  puissances,  à  exposants  entiers,  de  </-. 

en  celle  sorte 


•9") 

on  çiuielnl 


T,tO  =   —   (I—  ■f.ktl'-- 


9.Xw  -^  -A  A'(o' 


n  ~  \iu  J  \       12 


î<i-    î*; 
■e  "    g  " 


Le  |iieinicr  terme  (oiiduit,  (iiiimie  d  eon\ienl,à  la  v.deui' limite 
—  y,  comme  il  apparaît  déjà  par  lexpiession  as_\  ni|ili)l  Ique  trouvée 
dès  le  début  du  hune  1  i  p.  -j.y  j 

I  ^wV  _  i"i  _    I 
\"^/   ~  9Ï^  ~  3y" 

I)  iiulie  piiil,  1,1  |i,i]|ic  |iinieip>ile  de  A  esl 
que  1  on   il(jil  eoiiiiiajcr  ,'i  I  expression  (  '\~) 


Il  en  ii'-.ulle 
•  9') 


i  =  u».3»v»£-i-.... 


4  ('•*•/)' 


J, 


;;  ^nr. 


I  '        T  n    Liî 

;    -^—        '•    •• 
I    M  ■•  •;  !  ■   I 
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SOUS  la  réserve  que  le  nombre  positif  /,'  ne  dépasse  pas  r.{'i  —  i)- 

De  même  que,  dans  les  cas  n^5  ou  /?  =  -,  on  peut  toujours 

distinguer,   dans    chaque    groupe  o,    b,   c,    ....    une    fonction   p 

.      1       1       r'  2(w'  -h  U(0)  ,  , 

portant  sur  un  ar^unient  de  la  lorme ■ — •.  et  le  nombre  u. 

caractérise  le  groupe.  Les  arguments,    dans  ce  groupe,   ont  ainsi 

,  ,.  2/-((o'-l-    IJLOJ  )  >      I  I  1  /  \ 

la  lornic  — ^ ■ — '  /'  prenant   les  valeurs    i,   2,    ....  i;[/i — i). 

Pour  le  premier  d'entre  eux,  k'  est  égal  à  l'unité  et  /»■  =  a.  Si  l'on 
pose  donc 


on  a  manifestement 


ot,)  =  —  1 2 


■'  \ 


4  (i-i-;)' 


\{n  —  i)-i  =  loe    " 


C^uant  à  la  racine  x,  ipii  correspond  aux  inidliplcs  de  — j  elle 

donne  lieu  à   un  calcul  mi  peu  dill'érent.  En  supposant  u=  — ^  > 

on  a,  par  la  même  série  trigonométrique  (  t.  I,  p.  iati),  limitée  au 
premier  terme 


P- 


ikio 


'     M  4  sni2  — 

\  n 


2q'^  cos  - 


■?.kr. 


En  prenant  /v  =z  i ,  2,  .  . .  ,  !,  (/(  —  1),  faisant  la  somme  et  rem- 
plaçant r,  10  par  rex|>ression  (c)o),  on  obliciit 

où  S  désigne  la  somme 

C  -  '  V        ' 


qu'il  n'est  pas  besoin  de  chercher,  puisque  nous  connaissons  déjà 
la  valeur  limite  de  (  -  )    et  de  x.  On  a  donc 


X  =  (  -      \  -  n(n- 


i)7^i?,«-,vy- 
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Miii|)lo\aiil  inainlf'iiaiit  la  série  suivant  la<|uclle  se  développe 
i.'i{t.  1,  p.  14t>)j  la  limilanl  au  terme  ev '/'-  el  nu-il;iiil  i  '-''  ■'" 
lien  de  i'^.   on  a 

(  )n  en  rnnriut 

|i;ir  ronscqnpnl 

a:  —  Ini'i  —  i)-(  —  i2/i(  J/i  —  6)77*  —  .... 

Enfin,  suivant  la  leiation  (91), 
(94)  .r^  ^«(n— i)y  — -  nr.«  -GV 


2  4  1,127,)' 

C'est  effeclivemenl  ce  (|u'on  a  iiouvc'  loul  auiicnicnl  (.'{9)  pour 
le  cas  H  =  -. 

Les  deux  relations  (93),  (9I)  fomnissenl,  outre  les  coefficients  de 
la  résolvante  en  .r,  deux  conditions.  Sans  y  insister,  nous  remar- 
i|ui'rons  (|ii'ellcs  suffiraient,  |)ar  consi'quent,  à  compléter,  dans  le 
cas // :^  ",  cette  résolvante  dont  deux  termes  seulement  ne  sonl 
pas,  à  l'avance,  déterminés  au  moyen  de  la  forme  syml)uli{jue  (89V 

Revenons  à  l'égalité  (9.3)  pour  en  conclure  une  propriété  du 
discriminant  de  la  résolvante  en  .r,  ainsi  que  nous  l'avons  fait,  au 
cas  n  ■=  ~  (p.  73).  ^ious  avons  /(  racines  dont  les  dillérenccs  mu- 
tuelles sont  infiniment  petites,  du  même  ordre  (pu'  ?.„.  I.e  carré 
ilu  produit  de  ces  difierences  donne  le  facteur  a„  avec  l'exposant 
ni  II  — ■  1),  c'est-à-dire,  suivant  (92),  e  avec  l'exposant  n  —  i.  Le 
discriminant  contient  donc  le  facteur  A"    '. 

(  )ii  ji.'iil  illii-  |iliis  Idiri  l'ii  clii'i'iliiinl  la  |),irlii'  |)rincipalc  de  ce 
discriminant,  l'ar  lu  inùim-  raisoiiiuMuenl  (|ue  plus  liant  (  p.  ^3).  on 
voit  (pie  cette  partie  principale  est  un   carn',  sauf  un  facteur  uu- 

,    .  ,  .;''("— Il  ....  1       ]■  •  •  1  ■      •  1 

mérique,  (  —  i)'  n",  discriunnaiil    de   I  1  quation    i>intinie  du 

«'•■'"'  degré. 

Le  discriiiiiiianl  de  la  résolvante  contient  d'autres  facteurs  :  son 
degré  doit  être,   eu  circt.  11(11 -\-\').  d'après  l'iioniogénéité;  tandis 
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que  A"~'  est  seulement  du  degré  6(/i  —  i).  Le  facteur  qui  subsiste 
est  donc  du  degré  «  (/î  +  i)  —  ()(/(  —  i)  ==  ('«  —  2)(/i  —  3).  C'est 
un  polynôme  entier  en  g-y  et  g^,  que  Ion  peut  (lécomposeï-  ainsi 

Supposons  infiniment  petit  un  de  ces  facteurs,  que  nous  dési- 
gnerons par  [i. 

Soit  X  la  valeur  limite,  commune  à  plusieurs  racines  x,  au 
nombre  de  m,  quand  [j  s'évanouit.  Prenons  une  de  ces  racines  .r 
et  envisageons  le  développement  de  x  —  X  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  ft.  Ce  développement,  comme  on  sait  par  une 
théorie  classique,  peut  contenir  des  puissances,  à  exposants  frac- 
tionnaires, de  p. 

Soil  »i  le  |)lus  jictit  commun  di''nominateur  des  exposants  et 
soit  posé  [j  =r  fl'"'.  Le  développement  de  x  —  X  contient  seule- 
ment des  puissances  de  p',  à  exposants  entiers  ;  pour  chaque  va- 
leur de  [j,  il  y  a  m  valeurs  de  p'  et  autant  de  valeurs  correspon- 
dantes de  X  —  X  :  il  v  a  donc  m  racines  ,z'  représentées  par  le 
même  développement. 

En  même  temps,  les  autres  fonctions  symétriques  x',  x",  .... 
(jui  s'expriment  rationnellement  par-  "■„,  g^  et  .r,  se  développent 
aussi  suivant  les  puissances  ascendantes  de  [5',  à  exposants  entiers 
et  chacune  d'elles  présente  m  valeurs  qui  sont  égales  entre  elles 
ijuand  [3  s'évanouit.  Parmi  les  n  +  i  équations  (88),  il  en  est 
donc  m  qui  coïncident  entre  elles  pour  [îl  — -  o. 

Mais,  sauf  le  cas  A  :=  o,  les  ^{n- —  i)  valeurs  de  rt,  6,  ...  sont 
toutes  différentes. 

Donc  le  nombre  m  est  nécessairement  égal  à  l'unité.  Ainsi, 
pour  chaque  racine  multiple  X,  d'ordre  ^-i  o"  ^  I-*^  développe- 
ments de  X — X,  distincts  entre  eux,  suivant  les  puissances  as- 
cendantes de  p,  à  exposants  entiers.  Dans  le  produit  des  carrés 
des  différences  des  racines  x,  jii  apparaît  donc  avec  un  exposant 
pair.  De  là  cette  conclusion,  où  Ion  tient  compte  de  ce  que  A"  ' 
est  lui-même  un  carré,  n  étant  impair  :  sauf  le  fadeur 


-  n!n— 1) 
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le  disciimiiianl  de  la  résuh'anle  est  le  carré  d'un  jiolynAinr 
entier  en  g2  ^'  gi-,  à  coefficients  comniensiirables. 

Dans  ce  dernier  polynôme,  on  peut,  n  jiriori.  reconnaître  les 
facteurs  gi  et  g^. 

Soit,  en  génériil.  iim  |iolynônic  entier  en  g■^  et  i';,.  prt''seiU;iiit 
riiomogénéité  requise,  c'est-à-dire  homogène  ri  >lii  (l(;:ic'  M. 
quiMul  (in  adecte  les  degrés  2  et  3  à  «^o  et  g-^.  Si  ce  degré  M  n  est 
pas  miilliplc  de  (!,  les  fiieleurs  g.^  on  g-^  existent  comme  il  suit  : 

M  =  2,  ^  ^„ 

M  =  3,  •      (  iiiodG)  g3, 

M=    {         ]  0-! 

AI  i-  'ï,  ,"•>')■ 

Ici  Ton  a  M  =  ^  \^n  —  '-'M,"  —  ^)  el  //  est  pieniier.  \  nici  clotii- 
les  cas  possibles  : 

rt  =;    I,   I  \1       I.  ^ 

n—   5,  '  M        ;.  / 

;     I  iiio.l  la),  .      (  iii.mI  G), 

/i—  7,  l  M    =4, 


n  =  1 1  ;  )  .M  =  o  ; 

Ainsi,  dans  les  cas  siinaiils, 

(g5)  -   n       5,    ,     (  iiKxl   lï), 

(  "       :•   I 

le  discriminant  conlicnl  les  facteurs 


La  raciiir  dcnililr  (pii  (•\i>l(',  clans  liiii  (pielcoiupic  Ai?  ces  cas, 
lorsque  «.j  ou  g^x  s'évanouit,  est  toujours  égale  à  zéro.  Soit  tl'aliord 
g.^  —--  o.  L'équation  en  x  ne  conlicnl  plus  qne  des  termes  de  degré 
pair.  Si  une  racine  ./•  est  ninlliplc.  il  111  est  autant  de  la  racine 
—  ./•.  La  piemière.  comme  on  la  \ii  plu-  liaiil,  apporte  à  l.i  r.ieine 
carrée  du  diseriniiiiaii!   un  laeleiir  i'',,  d'evposanl  enlier. 


CHAP1THE    II. 


La  seconde  apporte  le  même  facteur.  Si  donc  il  existe  une 
racine  multiple  dilléiente  de  zéro,  à  cette  racine  et  à  son  opposée 
répond  un  facteur  g-^''  dans  la  racine  carrée  du  discriminant.  Mais 
ce  facteur,  s'il  existe,  rentre  dans  la  forme  générale  du  polynôme 
en  ^i!  et  g'I,  qui,  multiplié  par  ^3,  fournit  la  racine  carrée  du  dis- 
criminant pour  les  deux  premiers  cas  (95).  Le  facteur  supplémen- 
taire .î;i  ne  peut  appartenir,  qu'à  une  racine  multiple  et  nulle.  On 
peut  ajouter  cette  remarque  :  dans  la  résolvante,  le  dernier  terme 
est  de  degré  pair  « -h  i .  Contenant  le  facteur  "•3,  il  le  contient 
nécessairement  au  carré.  Ainsi,  (juaml  n  11  la  forme  i'\n'  --'r  1  (ce 
sont  les  deux  premiers  cas  ci-dessus),  le  dernier  terme  de  la 
résolvante  contient  le  facteur  g\,  comme  on  l'a  vu  pour  n  =:  5. 

Soit,  en  second  lieu,  g-,  =  o.  I^es  exposants  de  .r,  dans  les 
termes  qui  subsistent  de  la  résolvante,  sont  en  progression  arilli- 
métique  de  raison  égale  à  3.  Ici  (premier  et  troisième  cas  ci-des- 
sus) n  a  la  forme  6«,'-{-i  ;  le  premier  exposant  est  6«'-H2,  le 
dernier  est  2.  Il  existe  donc  la  racine  douhle  .r  -~  o.  On  peut 
ajouter  la  remarque  suivante  :  les  racines  .r,  inlininient  petites 
avec  i'o,  sont  infiniment  petites  d'ordre  entier.  Le  dernier  terme 
de  la  résolvante,  quand  r,-,,  n'est  pas  nul,  contient  donc  le  fac- 
teur g2  avec  un  exposant  supérieur  à  l'unité.  Mais  le  degré  de  ce 
terme  est  6/*' 4-  2;  donc,  quand  n  a  la  forme  6n'-\-i,  le  der- 
nier terme  de  la  résolvante  contient  le  facteur  gl,  comme  on 
l'a  vu  pour  n  ^^  'j . 

Ces  deux  remarques,  applic[uées  au  cas  n  .=^  i?i,  par  exemple, 
(ont  connaître  le  facteur  g'^g!,  dans  le  dernier  terme  de  la  résol- 
vante ;  ce  dernier  ternie  esl  ainsi  connu  conqilètement,  son  coef- 
ficient numérique  étant  donné  par  la  forme  svmbolique  (8;)).  Ce 
dernier  terme  est  ainsi 

Nous  avons  à  examiner  les  relations  qui  lient,  entre  elles,  les 
quantités  a.  l>,  c,  cf  ...,  répondant  à  une  même  racine  x.  Ces 
relations,  dans  les  cas  «  =  5  et  n^'j,  ont  été  trouvées  par  le 
lliéorènie  d'addition.  Il  est  clair  qu'on  peut  les  trouver  aussi  par 
les  formules  de  multiplication,  en  exprimant  que  6,  c,  d.  ..., 
sont  les  valeurs  de  la   fonction    p  pour   les   arguments    doubles, 
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Iriplcs,  elc.  de  l'urguiiipiil  corrcspondanl  ;i  <i.  Ainsi,  les  quantités 
rt,  II,  c,  il.  ...  sont  rationnellement  exprimables  en  fonction  de 
l'une  (|in'li-iiiii[iie  tl'enlre  elles, 

6=/i(«).        c=/j(a),        rf  =  /3(<ï 

A  ce  sujet,  la  ijremière  question  est  de  savoir  conimont  r/,  A, 
c,  f/,  ...  séchangeiil  i|u;ini!  ou  met,  à  la  place  de  'i.  une  .uitro  de 
ces  quanlilrs,  h,  r.  .  . .,  dans  _/', ,  /'j,  /":,,  .... 

Désignons  par  /•  une  nictiic  priniitii-f  du  nombre  premier  n, 

c'est-à-dire   un  entier  tel  que  ses  puissances    i,  /•,  /- r"~'- 

soient,  à  des  multiples  près  de  .r,  égales  aux  nombres  i,  2.  ..., 
(n  —  1),  dans  un  certain  ordre.  Ou  sait,  par  les  éléments  de 
l'Arithmétique,  qu'il  existe  de  telles  racines  primitives.  Parmi  les 
puissances  de  /•,  celle  qui  a  l'exposant  |(rt  —  i)  est  égale  à  l'unité 

négative  —  1 ,    (pielle  que  soil  la  racine  primitive  /•,  en  sorte  que 

1 

les  puissances   1,  /•,  /•- /■  leprculuisenl   les    nombres    1, 

■->.,  .  . .,  i  ( n  —  \  ),  fiux  signes  près.  (Innime  la  l'onction  p  est  paire, 
le  signe  de  son  argument  est  indillérenl,  cl  l'on  |ieiit  poser 

9.to  ,  arcu  s /•'(!)  ,  *r'  ta 

Cliaquc  quantité  su  déduit  de  la  préeédeutc  au  moyen  de  la  mul- 
tiplication de  l'argument  par  ;•  et  a  se  déduit  aussi  de  la  dernière, 
/,  lie  la  même  manière,  puis(pi'on  a 

r-  ^^ —  I        lllinil/li. =3; 


Il  esl  d((nc  évideni   (|(ie  les  échanges  entre  n,  h.  r.  d ainsi 

rangés,  se  font  par  voie  de  pcrmulalion  circulaire. 

Cet  ordre  de  n.  h.  r.  d,  ...  n'i";!  ]>;i'!  uniipTc  :  il  eliangc  avec  /•; 
mais  nous  n'examluerons  pas  cotinncnl. 

(lonime  pi/v/l,  |>iir  la  t'oriiiiile  de  luulliplication,  >'e\|iiiiiie  en 
lonelion   rallounelle    de   p//,   h  c>\    une    fonelion  rationnelle  de  ^7. 

r  est  la    même    fonelion  de  A Celle  propriélé,   comme  on  le 

sail,  |)ennel  la  résolulioii  de  ri'cpialion  (88)  y:\r  rai/icdii.r ;  cha- 
euiii- de-i  (pi.iiilili's  f^  /;,  ...  s'exprime  cxplieilemeul  par  la  somme 
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de  radicaux  d'indice  ^(/i — i).  C'est  ce  qu'on  a  vu  dans  le  cas 
n=  '-J .  Ainsi,  quand  une  racine  x  de  Vèqualion  résolvante  est 
connue,  les  quanlilés  correspondanles  a,  b,  c.  ...  sont  expri- 
mables par  radica ux. 

Quand  on  considère  seulement  «,  b,  c,  d,  ...,  c'esl-à-dire  les 
valeurs  de  la  fonction  paire  p,  les  signes  des  arguments  sont  in- 
différents. Il  faut,  au  contraire,  les  définir,  quand  on  veut  envi- 
sager les  valeurs  de  p' ,  avec  les  quantités  \/'-p«,  \  '^b,  . .  .,  suivant 
la  notation  des  Chapitres  précédents, 

fa  =  4  «3  —  ff,a  —  ff3. 

Pour  les  nombres  premiers  /?,  de  la  forme  «  =  /\n' , —  1  (comme 
^,  II,  19,  .  ..  ),  il  convient  de  prendre  les  arguments  précédents, 

en  alternant  leurs  sisnes;  ce  sera  donc — ,  multiplié  successive- 

ment  par 


et     /-si'i-J'. 


De  cette  manière,   on  passe  de  chacun  au  suivant  en  le  mulli- 
jiliant  par  —  /■  et,  par  cette  même  multiplication,  on  passe  du  der 


-In  — M 


nier  au  premier,  puisque,  on  l'a  déjà  dit,  /•"-  reprodiiit  —  1  et 

que  ( —  1)^  est  ici  égal  à  —  i .  Soit  alors 

p{ru)  =f(pu) 

la  formule  de  multiplication  par  r.  On  en  déduit 

p'{ru)  =  -p'uf'ipu) 
et,  par  conséquent, 

b=f{a),  v''fï=-'.  ./■'(«)/? 


'  oa. 


En  prenant  semLlablement  les  formules  de  multiplication  par 
les  divers  nombres  1,2,  . . . ,  |(«  —  i  ),  on  exprimera  les  quantités 

ytpc,  \/fd,  . . .  sous  forme  du  produit  de  \  -pw  et  de  fonctions  ra- 
tionnelles de  a.  On  en  déduira 

(96)  \''<iaol>. .  .al  =  F{a)  {^<ia)'^  =G(a)\/oa, 
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el  G(rt)  est  une  foiiclion  ralionnelle.  puisque  7,(/»  —  3)  est  un 
iiDinlire  |);iir.  Li'  inoduil 

(97»  ÇO.Ç^.'iC.  .  .-i/ =  X, 

svniélrique  par  ra|)p()rl  aux  racines  de  (<^Sj>  est  une  Ibnction  ra- 
lionnelle de  .r.  En  permulaul  circulairement  les  lellres,  o/<  a, /jiOMr 
Ir  cas  n  =:  j^n'  —  1 , 

(<jM,  G(a)  v/fâ  r^G(6)  v/fï...  = /X, 

où  Get\  (l('sii(nenl  des  fondions  rotionnelles. 

l'ourles  nombres  premiers  //,  de  la  forme  f\n'-\-i,  celle  ana- 
lyse ne  peut  être  cmplovée  :  i|iiil  que  soii  le  choix  des  arguments, 
ils  ne  s'échani;enl  poinl  entre  ou\  par  voie  de  pernnilntion  circu- 
laire. Nous  allons  le  montrer. 

Désignons  par  a,  p.  .  . .,  A  des  i|uaritités.  toutes  égales  à  it  i . 
chacune  avec  un  signe  déterminé.  Les  arguments,  de  quelque  ma- 
nière qu'on  les  choisisse,  seronl  entre  eux  comme  les  nombres  i. 

2.  . .  .,  rAn  —  iV  iiiiillipliés  respectivemenl  par  %.  |il a.  Soient 

\  '^ti,  \'^i>.  ■■■  plis  avec  les  signes  qui  se  rapportent  au  cliiii\  1. 
2,  . . .,  .',(«  —  1).   l'our  le  choix   adopté,  on  devra  prendre  a^  -^rt, 
|j^  'iA,  ....  Ay'-j/.  Miilli|ilions  tous  les  arguments  par  un   même 

nombre  entier  ///.  Soil  /•  un  des  nombres  i,  ;>..  ....  4(/î  —  1).  Le 

produit  //(/•,  aux  multiples  près  de  /*.  est  égal,  soil  à  /• ,  soit  à 
H  —  /■',/•'  désigiiiinl    un   aiilrc   imnibie  de  la    iii«'me  suite   1,  •.>..  ..., 

~{n —  I).  I^a  quanlile  c,  ipii  se  rapporte  a  I  argument  -      •  est  rem- 


,       ,                                           ,                                       ,     , .                         ■>;•<•)  — 

placée  par  uni-  antre  c,  se  r;qipiiilanl   a    I  aigiiiiient  ^ ;  •■^zc 

est  rem|)laeé  par  iv^ar',  avec  le  signe  f>/iis  ou  innins.  suivant 
(Hie  ////•  a  la  Idiiiic  /'  ou  la  Icirmi'  />  -  /'.  Disons  «pie  •  '  ^  ;c  est 
remplacé  par  y,  y  y  'i  c'. 

.S'il  y  a  pcrmulalinn  circulaire  pour  le  choix  des  ai'gimieuts 
adoptés,  les  formules  (<)8)  ont  lieu,  sauf  multiplication  des  pre- 
miers uieuibres  |>ar  a,  [î /..  Il  en  résulte  que  h'S  diverses  quan- 
tités •i'i"'\  '■*'•■'  doivent  reproduire  les  diverses  <piantilés  -•  ^  'ic, 
soil  telles  quelles,   soil  changées   de  signe,   toutes  à   la   fui-;:  en 
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d'autres  termes,  on  a  yiY^sy',  la  quantité  ambiguë  s  ^  zh  i 
étant  la  même  pour  chacun  des  nombres  r  considérés.  Il  y  a 
i(«  —  i)  de  ces  derniers.   Le  produit  des  quantités  y,   est  donc 

égal  a  £ 

Tout  ce  raisonnement  s'applique  aux  deux  cas  /;  =  4"'^  '  ; 
c'est  maintenant  que  les  deux  cas  se  distinguent.  On  sait,  par  les 
éléments  de  la  théorie  des  nombres,  qu'on  peut  choisir  m,  de  telle 
sorte  que  le  produit  des  quantités  y,  soit,  à  volonté,  +  i  ou  —  i . 
C'est  -+-  i ,  quand  m  est  résidu  quadratique  de  n  ;  c'est  —  i ,  quand 
,  .  ,     ,,      .        ,    ^  ,   ,  -V<«-" 

m  est  non-residu.  (Jr,  si  n  a  la  lormc  '\n  -|-  i,  £-  est  toujours 

égal  à  -H  I .  L'hypothèse,  en  ce  cas,  est  donc  impossible  et  c'est  ce 
(ju'on  voulait  prouver. 

Dans  les  deux  cas  n=\n'zr:  i,  quand  on  a  choisi,  pour  lui 
assigner  la  lettre  initiale  a,  l'une  des  racines  de  l'équation  (88) 
et  qu'en  outre  on  a  pris  ad  li  hit  uni  le  signe  de  v  'J«,  les  autres 
quantités  b,c,  . . .  \  ci6,  \  '-^c,  . . .  sont  entièrement  déterminées,  en 
ionction  rationnelle  de  a  et  de  \  '^a^  par  les  formules  de  multi- 
plication. Ce  système  a,  b,  c,  .-.,  \  .p«,  \JvL>,  y/ac,  ....  x  étant 
donné,  a  ainsi  n  —  i  déterminalioiis  distinctes,  tenant  au  choix 
de  rt  et  à  celui  du  signe  devant  ^  'iCi. 

Dans  le  cas  n  =  4'^'  —  i  ?  si  l'on  se  donne  a  priori  le  signe  de 
yX,  on  fixe,  par  là  même,  le  signe  de  \  fce,  et  le  système  n'a  plus 
que  j(/; —  i)  déterminations.  Se  donner  ainsi  le  signe  de  y  X, 
c'est  ce  qu'on  appelle  s^idjoindre  l'irrationnelle  y'X  ;  par  cette 
adjonction  le  nombre  des  valeurs  du  système  est  réduit  de  moitié. 

Dans  le  cas  n  =  ^n'-i-i,  une  réduction  analogue  s'obtient 
aussi,  mais  différemment.  Reprenons  l'égalité  (96)  en  observant 
que  ^(/(  —  i)  est  alors  pair,  pour  en  conclure 

G(a)  =  v/X, 

G  désignant  encore  une  fonction  rationnelle  elXla  fonction  (9-). 
Permutant  les  lettres,  on  a  y  a6,  ....  \  a/,  — ya«  au  lieu  de 
y  çp«;  . .  . ,  y'-j;/.  On  en  conclut 

(99)  /X=G(a)  =  -G(6)  =  G(c;  =  — G(f/j  =  .... 
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Si  l'un  scfloniic  f//j/7'o/7'lc  signe  de  \  \,  une  quelcon(|iie  des  ra- 
cines ne  peul  plus  èlre  prise  pour  a  :  le  choix  ne  porte  \>\i\<  que 
sur  la  moitié  de  ces  racines,  celles  pour  qui  la  luiictinn  (i  oi 
égale  ù  yX,  tandis  que  les  aulres  donnent,  pour  G,  lu  valeur 
—  y'X.  Il  y  a  donc  à  choisir  seulement  J  (n  —  i)  valeurs  pour  a\ 
le  signe  de  \  -ùa  est  ensuite  ofl  libitum.  Ainsi  ,  dans  le  cas 
/?='!«'— I,  le  nombre  des  valeurs  (lu  système  rt,  b.  ...,\csfl, 
ytp6,  .  ..  est  réduit  de  niiiitir  [)ar  radjonetion  de  la  même  irra- 
tionnelle que  dans  le  cas  «  =  4  "' — '•  i^lais,  dans  un  cas,  la 
réduction  jiortc  sur  les  valeurs  de  \  ■^n.  ^  ■:,h.  ...  :  dans  l'autre, 
sur  celles  de  a ,  //,  c 

Nous  abordons  maintenant  l'étude  de  la  manière  suivant  la- 
quelle, deux  racines  x  et  Xa  de  la  résolvante  étant  données,  les 
aulres  s'en  déduisent.  Nous  supposerons,  pour  le  raisonnement, 
les  arguments  de  a,  b,  c,  . . .  choisis,  dans  tous  les  cas,  comme  il 
a  été  dit  pour  le  cas  n^=^n' — i,  c'est-à-dire  en  progression 
arithmétique  de  raison  — /•,  /•  étant  une  racine  primitive  de  n. 
C'est  pmir  runiformili'  (|ue  nous  adoptons  ce  choix;  car,  au  cas 
Il  --  \n  -r-  I,  la  raison  /"  uu  la  raison  — /•  reviennent  au  niéinc, 
puisqu'alors  —  /•  est  racine  primitive  comme  /■. 

Les  deux  systèmes  a,b.  . . .  ,  \  '^o,  \lob.  . . .  et  i/o,  /'ur  ■  •  •  •  \  -"05 

y»6oi-'-   ont  chacun  («  ^  1)  déterminations;    nous  choisissons 

l'une  d'elles  et,  par  les  formules  d'addition,  nous  composons  les 

systèmes  analogues,  correspondant  aux  autres  racines.   En  dési- 

•:»  (0  , .  ,  —  a  (u'       ,    ■  , 

gnant  par  —  I  argument  de  a  et  y  'f  ",  pai"  -    -  celui  tieflo  et  \  '.i^o- 

nous  définissons  a^  cl  ^  '^"<^u  par  rargument  iiv, 

a(co'-^  u(u) 
Wu.— i- 

Tous  les  autres  arguments  se  di'duiseni  de  là  suivant  la  loi 
qu'on  vient  de  rappeler.  De  cetli'  in.inlère,  ou  trouve  <7|,  fc,,  <■( ,  . .  . 

y  »f^i,\  ts^i ,  \  »<■(,..  .  exactein<iil  |iai- les  mêmes  formules  (.'5(»,  38) 
<pii'  lia  II  s  la  division  par  ~.  l'.ii  addil  hninant  <i  f,  />, ,  c,,  ,  .  .  on  ob- 
tient.'', exprimé  rationnellement  part/, ,  A,,  . . .  «o,  //„,  . . .  y  -m 

c'est-à-dire  x,  exprimé  c.rplicilcmcnl  en  fonction  de  .r  et  de  ./•„ 
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par  radicaux,  puisqu'il  en  est  ainsi  de  a,,  b,,  ....  Ainsi,  e/i 
fonction  de  deux  racines  de  Véquaiion  résolvante,  on  peut 
exprimer  explicitement  les  autres  racines  par  radicaux.  Nous 
disons  les  autres;  il  esl  évident,  en  effet,  que  l'ambiguïté  des 
systèmes  a,  6, ...  se  reproduit  dans  l'expression  de  Xi ,  de  manière 
à  fournir  toute  autre  racine  x^  par  la  même  formule  :  c'est  l'exa- 
men de  cette  ambiguïté  qui  va  précisément  nous  occuper. 

On  peut  remplacer,  dans  iVp.,  le  nombre  \].  par  un  autre,  don- 
nant le  même  reste  que  ui.  dans  la  division  par  n.  On  peut  admettre 
la  même  généralisation  dans  les  indices  de  x,  «,  b.  .  .  .,  mettre 
indifféremment,  par  exemple,  les  indices  —  i ,  —  -i,  ...  au  lieu  de 
/(  —  I ,  /;  —  2.  C'est  ce  que  nous  ferons. 

A  l'égard  de  la  permutation  remplaçant  a,  b,  .  .  .  par  6,  c,  .... 
on  peut  rchinir  les  deux  cas  n  ==  4"'—  '>  en  disant  que  y  'f^'?  •  •  •  i 


1 

-1/1  —  3) 


y  ofe  sont  remplacés  par  y»^,  .  .  .,  et  ( —  i)^         y  cscs.  Si  l'on  fait 
cette  substitution  dans  les  équations  (36,  38  ),  les  arguments  qui 

répondent  à  a^  et  yorti ,  à  6(  et  y  'f  6,  ,   .  . .  ,  sont  successivement 


c'est-à-dire  w  _,-,  — /■i>'_;-,  r-w^r,  ■  ■  •■  A^e  dernier  enlin  est  égal  à 
2  r  jl"-»!     ,  ;l"-3i      I 


Mais  on  a 


(  —  /■)-  =(  — i)'  (mod/i), 


en  sorte  (jue  ce  dernier  argument  est  égal,  sauf  une  période,  à 

—  (  —  /•y-  (U)    —  7-0O)=l —  /•)-  tV-,.. 

n 

Ainsi,  en  permutant  une  fois  le  système  «,  6,  ....  on  oblient, 
par  les  formules,  c/_,-,  b^,-^  ■  ■  •  an  ''eu  de  cit,  bi,  ....  En  per- 
mutant plusieurs  fois  le  même  système,  on  oblient  des  systèmes 
"|j.)  ^[ii  ■  ■  ■  1  toujours  dans  l'ordre  «,  b.  .  .  .,  avec  les  valeurs  i, 

—  y,  /■-,  .  .  .  ( — ■  rf  de  l'indice  a.  Si,  dans  toules  ces  formules, 

III.  S 
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on  clianj;('  les  signes  de  \OCi,  \'ib,  ....  on  oljlienl,  encore  dans 
l'ordi-e  0,0.  ....  les  :'  (ii  —  i^  autres  systèmes  correspondant  aux 
autres  valeurs  de  l'indice  a.  Tous  les  systèmes  a^,  b^.  .  .  sont 
ainsi  obtenus  par  la  seule  |)ermulation  du  système  a,  b,  .  .  . . 

La    permiilalion   du  système  «,,,  bg-  ■  •  •    remplace,    de  même, 
l'argument  w,  par 


en  sorte  ipic  les  luiiiiules  (.ifi)  donnent,  au  lieu  de  n,.  la  quan- 
tité b  avec  l'indice  /•■  .  et,  a\ec  ce  même  indice,  c  au  lieu  de 
f>,,  ....  l  ne  seconde  perinulalion  donne,  avec  l'indice  /•""■',  c  au 

lieu  (le  (7,,  ....  Si  maintenant  un  ajoute  «,,  b pour  former 

a"),  voici  les  n'sullats  :  la  permutation  du  système  a,  h.  ■  .  .  a  pour 

effet  de  niiilii[ilirr  rindice  .r|j.  par  —  /•;  celle  du  système  «o»  bo, . . . 

1 
a  pour  iU'el  de  Miulli|)lier  cet  indice  par/"         .  En  outre,  le  chan- 
gement, du  sii;ne  de  ^  sa,  y'^t ou  de  y/orto»  V/f  ^o,  •  •  •    se 

traduit  aussi  par  un  (■lianj,'enienl  de  sij^ne  ])Our  l'indice  de  x^.  On 
peut  exprimer  les  mêmes  conclusions  en  termes  plus  frappants, 
comme  il  suit  :  La  pcrniiitalion  du  système  a,  b.  .  .  .  miilliplie 
r  indice  par  —  /•;  celle  du  système  «o,  b^,  .  .  .  multiplie  l'indice 

par ;:  le   changement  du    signe  de  \  ■m nu  de  \  '-iOo. 

multiplie  l'indice  par  —  i .  Il  est,  en  eflet,  convenu  cpie  la  nota- 
tion des  congruences  s'étend  aux  fractions,  en  sorte  que  l'on  peut 
écrire  indifféremment 

5«-I)  ;(n-3|  1 

/-  ^=  —  I  ou  r-  ^z  —   -      (  moil  H  I. 

r 

Si  avec  .r  on  s'adjuiui  ^  \.  on  peut,  au  cas  n  =  4'i' —  i,  per- 
muter le  système  a,  b,  .  .  .  .  mais  non  changer  les  signes  de  \/sa 

Il  reste  donc  seulement  les  substitutions  dans  lesquelles  les  in- 
dices [i.  sont  multipliés  par  i.  . —  /•,  r' Ces  derniers  sont  les 

résidus  i/uadratii/ues  de  n.  Mais  les  puissances  de  —  -  sont  ces 
mêmes  ré^iilus.  .Ainsi,  au  cas  /(  :  -  .{  n' —  l  .  si   l'on  s'adjoint  y  \  et 
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y/^Xo,  il  reste  seulement  les  substitutions  qui  multiplient  les  indices 
par  un  résidu  quadratique.  On  parvient  évidemment  au  même 
résultat  en  s'adjoionant  seulement  le  produit  ^/Xy'Xo  :  ceci  résulte 
des  formules  mêmes,  où  chaque  quantité  y/ on  apparaît  toujours 
multipliée  par  une  analogue  y/ orto  •  On  peut  le  reconnaître  aussi 
comme  il  suit  :  soit  £  =  i  ou  £=  —  i  suivant  qu'on  change,  ou 
non,  les  signes  de  y'jn,  .  .  ■-  Un  changement  dans  le  système  a, 
b,  .  .  .  a  pour  effet  de  multiplier  l'indice  par  ( —  /)*£.  Un  chan- 
gement dans  le  svstème  cIq,  /;, multiplie  ce  même  indice  par 

f  —  -  j    £.  La  quantité  ambiguë  e  est  la  même,  de  part  et  d'autre, 

puisque  le  signe  de  y/X  y/Xp  doit  rester  invariable.  Dans  la  multi- 
plication, qui  résulte  de  là,  s  disparaît  donc. 

Au  cas  /i  ;=  4"'+  '  î  ladjonction  de  y/X  laisse  subsister  seule- 
ment la  ])ennutation  où  a,  b,  c,  d,  c,/  est  remplacé  par  c,d,e. 
f,  .  .  . ,  et  celles  qui  en  dérivent;  à  quoi  il  faut  joindre  le  change- 
ment des  signes  de  \'^ci ,  ....  Il  reste  donc  la  multiplication  de 
l'indice  par  /•-,  par  —  /•-,  et  par  leurs  puissances.  Ici  encore,  ces 
nombres  et  leurs  inverses  sont  les  résidus  quadratiques  de  «,  et  la 
conclusion  est,  de  tout  point,  la  même  que  dans  le  cas  précédent. 

Nous  allons  voir  maintenant  l'expression  définitive  et  extrême- 
ment simple  de  celte  irrationnelle  adjointe  y'XXo .  Considérons 
les  racines  x^,  à  l'exception  de  x  et  de  x„,  et  prenons  leurs  diffé- 
rences deux  à  deux.  Soit  (iji.,  v)=r  .:c„  —  .Tvune  de  ces  différences. 
Si  [J.  -h  V  n'est  pas  congru  à  zéro,  nous  pouvons  grouper  ensemble 
les  quatredifférences  ([x,  v),  ( —  pi,  —  v),  (p.,  —  v).  ( —  a,  v).  Nous 
avons  des  groupes  A  de  quatre  différences  ;  le  nombre  de  ces 
groupes  A  est^(/(  —  i)(/«  —  3).  En  outre,  nous  avons  ^(/i  —  i) 
différences  B,  de  la  forme  (a,  —  u). 

Chacune  des  substitutions  que  nous  avons  à  considérer  s'effec- 
tue en  multipliant  les  indices  par  un  même  nombre.  Dans  ces 
sujjstiuitions,  la  distincllon  des  différences,  sous  les  noms  A  et  B, 
est  resjiectée.  Un  groupe  A  so  change  en  un  aulre  groupe  A',  une 
différence  B  en  une  aulre  difFérence  lî'. 

Le  produit  dé  toutes  les  différences  constituant  les  groupes  A 
demeure  invariable  par  toutes  les  substitutions  considérées,  sans 
adjonction   de  y/X  ni  de  y  X„ .   C'est  dire   que  les  formules  font 


llG  TROISIÈME    PAUTIE.     —    FRAGMENTS. 

npjiaraîlrc  ce  produit  comme  conlcnaiil  «,  ^,  ....  «o.  ''( ^o^^s 

la  furme  ralioiiiiellc  seulement,  et  de  telle  sorte  que  ce  |)roduil 
reste  invariable  par  les  permutations  circulaires  do  a.  h.  .  .  .  et  de 

rio,/',! "  suffit  d'ailleurs  de   se  reporter  aux  formules  pour 

vérifier  Texaclilude  de  ce  fait.  Ce  produit  peut  dune  sexprimer 
sous  la  forme  F{a,  «o)>  où  F  est  une  fonclioii  rationnelle;  mais  on 
peut,  indid'ércmment  aussi,  remplaeer.  séparément,  n  et  (i„  par 
/>,  (',...  ou  ^0)  Cil C'est  donc  une  Ibuction  svmétrique,  sé- 
parément,  de  a,  l>.  c,  .  .  . ,    ainsi   que  de  aoyf'oïC ^  elj   pa'" 

suile,  iiiic  fdiielioii  ralidiiiielle  de  X  et  de  x^- 

Le  produit  des  dillVrcnces  I!  n'a  pas  la  niènie  pidprii'li'.  On  a. 
par  exemple, 

[\/o  rto  \^<ïa        y/o  l)„  \/is  b  1 

et,  de  même,  clia(|ue  dinférence  B  contient .  à  tous  ses  termes,  le 
produit  d'une  quauliti'  ^  -^(t.  ...  par  une  quantili"  \  »rto!  •  •  •  •  Dans 
le  cas  n  ■■=  /\n' —  i,  chacune  de  ces  différences,  en  vertu  des  éga- 
lités (98),  apparaît  donc  comme  formée  du  produit  de  \  XX,,  par 
une  fonction  rationnelle  de  a,  .  .  .  ,  fi„.  ....  Le  nombre  de  ces  dif- 
férences est  T,{ii  —  \)i  nombre  impair  :  c'est  donc  le  |>roduii  de 
\'XXo  par  une  fonction  rationnelle,  (-etlc  dernière  reste  inaltérée 

par  les  permutations  des  deux  systèmes  a,  b,  ...  et  «„,  6, 

Donc,  enfin,  le  produit  des  différences  lî  est  égal  à  une  fonction 
rationnelle  de  x  et  de  .r,,,  muliiplir'e  p:ir  ^  XXo.  C'est  aussi  ce  quon 
peut  IrouNer  en  (ib>erv:inl  (pie  le  prodiul  de  différences 

en  ce  cas  «:=^4"'"  "  '1  l'cste  inalti'n''  (piaiid  ou  multiplie  tous  les 

indices  jiar  —  /•  mi  p,ir  -  -     >   mais  que,  le  noiiibic  dos  facteurs 

éliiiil  iiiip.ilr,  ce  produit  l'cliange  son  signe  <piaii<l  on  multiplie  tous 
les  indices  jiar     -  1 . 

Ce  dernier  mode  de  raisonnement  |>eiil  servir  aussi  dan>  le   cas 
»  =:  ^«'-(-1,  où  la  mullipliealiiui  par     -  1  laisse  ce  produit  liial- 

léri':    il  en  est   aniniil  de   la   iiiiill  iplii  al  Ion   par  /-,   /' tandis 

que  la   niullipllcalion   p.ir  -      r  ('iliaiige  le   signe  :  en  rllel.   le  di'r- 
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nier  facteur  se  cliange  en  (1,  —  1),  tandis  que  chacun  des  autres 
se  change  en  celui  qui  le  suit.  Le  même  fait  a  lieu  pour  \'X, 
comme  on  l'a  vu  par  les  équations  (99).  Le  produit  considéré  est 
donc  égal  à  ^  X  multiplié  par  une  fonction  de  a,  h,  .  .,  inalté- 
rable dans  toutes  les  substitutions  envisagées.  Il  est  de  même  le 
produit  de  \  X»  par  une  pareille  fonction  de  r/,,,  6,,,  ....  Donc 
enfin ,  dans  les  deux  cas  n  =  4  n'zh  1 ,  le  produit  des  différences  B 
<?5;  (':?«/«  y  XXo  multiplié  jxir  une  fonction  rationnelle  de  x 
et  de  .r,,,  et,  par  suite,  il  en  est  autant  du  jiroduil  de  toutes 
les  différences  A  et  B. 

Soit  'I";  .r  )  le  premier  membre  de  la  résolvante  en  x.  En  multi- 

pliantle  produit  précèdent  par )  on  obtient  le  produitde 

toutes  les  différences  des  racines  X,  :ro,  ...,  x^,  prises  deux  à  deux. 
C'est  la  racine  carrée  du  discrimiiuiiit  de  la  résolvante.  Or  on  a  vu 


que  celte  racine  carrée  est  rationnelle,  sauf  le  facteur  \'  (  —  i)''  n. 

En  conséquence,  y/XXp   est  le  jinuluit  d'une  fonction   ration- 
nelle de  gni  bsi  ^1  ^ot  à  coefficients  entiers,  par  la  seule  irra- 


,-{n—li 

n . 


tioniielle  \'  ( —  i) 

Les  résultats  qu'on  vient  d'établir  permettent  de  reconnaître  ra- 
pidement si  une  fonction  donnée  de  ./•,,  x.,,  .  .  .  peut  être  expri- 
mée rationnellement  en  x  et  Xo.  Cherchons,  par  exemple,  à 
accoiqiler  les  indices,  de  telle  sorte  que  la  combinaison 

puisse  s'exprimer  ainsi.  En  multipliant  tous  les  indices  par  un 
même  résidu  quadratique,  on  devra  reproduire  les  mêmes  couples, 
dans  un  ordre  d'ailleurs  quelconque.  11  faut  donc,  en  premier  lieu, 
que  l'on  ait 

p  E=  pa,         S  E=  p'i,         ...     (  nioil  n  ); 

en  d'autres  ternies,  que  le  rapport  des  indices,  dans  chaque  couple, 
soit  constant.  Si  le  rapport  constant  p  est  résidu,  a  et  pa  sont,  en 
même  temps,  tous  deux  résidus  ou  tous  deux  non-résidus.  Chaque 
couple  est  alors  composé  de  deux  résidus  ou  de  deux  non-résidus. 
Ceci  n'est  possible  que  dans  le  cas  où  n  a  la  forme  4  "'  4-  1 1  puisque 
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le  nombre  des  ivsidus,  égal  à  ';  In  —  i),  doit  aussi  èlre  pair.  Soit  /* 
le  plus  pelil  exposant  positif  donnanl  p'' ^r  i  (inod/(  ).  On  aum 
nécessairemeiil  les  couples  d'indices 


>'.,-,'•    Kh?'f-    ^  ?■'?''• 


-/i  ■->   •//   j  ,     ,  ./i-i 


d'où  la  condilion  a  ^  p*~',  c'est-à-dire  p-  ^  i  et,  par  conséquent, 
p^  —  I.   La  seule  combiiiiiisoii  |)0ssible  est  donc 

(loi)  3-iX_|-f-.rjJ"_j-r-.  . ., 

(pii  reste  inaltérée  tjuaiul  mi  iiinlli|iliu  Ions  les  indices  par  un 
nombre  quelconque,  résidu  ou  non.  C'est  donc  une  fonction  ra- 
tionnelle de  X  et  de  x^,  de  gi  et  de  i^;^,  à  coefficients  entiers,  sans 
adjonction  de^  /?.  Nous  l'avons  considérée  déjà  au  cas  n  ^-r  5. 
Elle  a  cvidcmmeni  la  même  propriété  quand  n  a  la  forme  .\n' —  i  : 
mais  — 1  est  alors  un  non-résidu,  et  elle  rentre  dans  la  cal(''i;orie 
qui  reste  à  examiner,  celle  où  p  est  non-résidu. 

Ce  second  cas  n'oin-o  aucune  difficulté.  On  prendra  tous  les  rési- 
dus a,  a',  a" V  chacun  doux  on  adjoindra  son  produit  [lar  p. 

formant  ainsi  tt)us  les  non-résidus.  Les  T,\n  —  i  i  couples,  obtenus 
de  la  sorte,  constituent,  pour  chaque  p,  un  ensemble  unique,  satis- 
faisant aux  conditions  requises.  Si,  en  effet,  on  multiplie  tous  les 
X  par  un  même  résidu  m,  on  reproduit  les  a  dans  un  autre  ordre. 
Chaque  couple  (a,  pa)  se  change  alors  en  un  des  autres  (a',  pa'). 
Ou  a  donc  bien  une  fonction  rationnelle  de  .r,  .r„,  i,'^,  ^.i  et  de 


\±ii.  i/adjonction  de  celle  irralionni'ilc  c>l  indispensable.  Si, 
en  elfet,  on  change  le  signe  de  cette  irrationnelle,  il  faut,  eu  niéiiie 
temps,  multiplier  tous  les  indices  par  un  non-résidu  ///'.  Dans  celte 
multiplication,  nt'%  est  non-résidu  et  «/'pa  est  résidu.  Soit  donc 

/       I 
«/'pa=:|i.    Le  couple  (  a,  pa  )  se  change  en  celui-ci  Z^, -^1,   de 

incinc  di'linition,   mais  répond. iiit,  non  plus  à  o,   mais  à  ^.     \in>i, 

fH-cc  cluiijitc  nou-rcaidii  p,  oh  jiouI  fniiiifr  une  conibinaisoi) 
unique  ( I  on),  y///  sait  une  funclion  nttionnclle  de  .r,  .ro,  .i,';,  ^'a  : 
tes  coefficients  de  cette  fond imi  sotif  <les  nainfires  rntiri!>.  sauf 

/'i/i'ifi<>nne/le\    m — i)'         .  I.u  conibinaisim  senililuldr.  for- 
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mée  avec  -■>  se  déduit  de  la  précédente  par  le  changement  du 

? 

signe  de  celle  unique  irrationnelle. 

Pour  avancer  encore  clans  l'étude  de  ces  fonctions,  examinons 
ce  qu'elles  deviennent  si  l'on  y  échange  x  et  .«„.  Parmi  les  chan- 
gements d'indice  qui  correspondent  à  cet  échange,  figure  celui  de 
chaque  indice  en  son  inverse.  En  circl,  l'échange  de  a  et  y  csrt  avec 
<7i,  et  y  s^o  remplace 


'\^= T. 


P 


ar 


■l\J.\    (O    -. (O 


=   (JL  If  I 


En  considérant  toutes  les  suijslilutions  (jui  peuvent  être  faites 
sans  échanger  x  et  x„,  on  voit  que,  de  la  manière  hi  |>lus  générale, 

l'échange  de  x  et  de  x,,  se  traduit  par  le  changement  de  [à  en  -  ,  v 
étant  un  nombre  indépendant  de  p.. 

Il  importe  de  savoir  si,  dans  ces  échanges,  le  signe  de  l'irration- 
nelle  adjointe  doit   être  conservé   ou   changé.    Examinons   cette 

question  pour  le  changement  de  u.  en  -•  Considérons,  de  nouveau, 

pour  ce  but,  les  produits  de  diil'érences,  comme  nous  lavons  fait 
précédemment  (p.  1101.  Parmi  les  groupes  A,  on  peut  distinguer 
ceux  où  l'on  a  av  ^H  I  ;  le  produit  des  cjualre  difTérences  d'un  tel 
groupe  reste  inaltéré  par  le  changement  de  chaque  indice  en  son 
inverse.  A  chaque  autre  groupe  A,  on  peut  adjoindre  celui  qui  lui 
correspond  par  les  conditions  ui.|ji.' ss  i ,  vv' ;^  i .  On  voit  donc  que 
le  produit  de  toutes  les  différences  A  reste  inaltéré.  Parmi  les  dif- 
férences B,  on  peut  également  adjoindre  à  (jj.,  —  y-)   cette  autre 

(-> )  )  et  le  produit  en  reste  inaltéré.  La  différence  (1,  — -i) 

fait  exception,  mais  elle  reste  inaltérée  elle-même.  Enfin,  s'il 
existe  un  nombre  pi  satisfaisant  à  la  condition  ijl-s:  —  1  (mod  n), 
la  différence  (iji..  —  a)  se  reproduit,  changée  de  signe.  Ceci  ai-rive 
si  n  a  la  forme  4 «'-y-  i,  et  dans  ce  cas  seulement.  Le  produit  des 


11-  3  ) 


différences  A  et  B  se  multiplie  donc  par  1  —  1)^  .    Or   nous 

avons  vu  que  ce  produit,  multiplié  parx  —  x^  et  par  une  fonction 
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symétrique  de  x  et  de  Xo,  est  égal  à  riiralionnclle  considérée. 
(x)nimc  X  —  Xa.  dans  la  stibstilulion,  échange  son  signe,  on  peut 
conclure  ainsi  :  (fuand,  échangeant  x  et  Xo,  on  remplace 
chaque  indice  par  son  inverse,  on  doit,  en  même  temps,  nnilti- 

'  î  I 

V-i  n—  I  )  ,  -  (n  — I) 

«  (  —  1  1-  par  I  —  I  i' 

Considérons  la   fonction  iigoV   formée  avec    le   non-résidu  p, 

nous  avons 

^a^fa— ^v.Tpv-^  .  ..  —  ^(x,  X0)-r-/jT,  Xo)<i, 

o  =  v/«,-,)l'"-". 

La  fonction  analogue,  formée  avec->  a   l'expression  conjuguée 

p  p 

Prenons  les  inverses  -  et  —  des  indices  accouplés  dans  la  pre- 
o       pa  '  * 

niière  combinaison,   ('omme  -  est  résidu   ainsi   que   «.   le  couple 
esl  1111  lie  ceux  (|iii  se  présentent  dans  la  seconde  coml)i- 

naison.  On  passe-  (lune  ainsi  de  la  première   à   la  seconde   par  le 

changement  de  l'indice  en  son  inverse.  (]e  changement,  on  vient 

de  le  voir,  doit  être  accompagné  de  l'échange  de  j:  et.ro  et  de  la  niul- 

-  (  /i  -  1 1 
tiplicalion  •\r  h  pur  (  —  i)-  .  On  a  donc 

^(x,  x„)—yj,x,  xo)6  =  4,(>„,3-)-i-(  — iy^'"~     xixo,  a:)0: 

d'où  résulte,  les  fonctions  -i  cl  y  étant  lationncUes,  à  cocfficienls 
entiers, 

-  /f  —  s  I 
<\,(x,  Xa)-  <^(Tt,x).        y(j-,  Xol  =  (  — i)»  y_(r„,  a-). 

ICn  consc'qnence,  •]/  est  s^nH''lri(pic  en  ./•  cl  .r,,;  y  est  symétrique 
aussi,  sauf,  dans  le  cas  n  =  .i /<'-(-  i,  le  facteur  x  — ./"„. 

/'Jxrnipfi's.  —  Nous  mettons,  pour  ahi'égcr,  une  seule  lettre  f, 
■{/....  (pii  représentera  uni'  fonction  rationnelle  de  x,  Xg^  gt,  ffjy 
à  COcflicieriN  enliers,  et  s>  mi'lriipie  en  .r.  .r„. 


Va     pa/ 
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n -=  5  :  résidus  i,4  ;  non-résidus  2,3. 

ria7.2+  x^Tj  =^'\i  ^  (x  —  3-o)'l'i  \/j, 
Xi  2^3 -f-  2-4 a-j  =  il  —  ix  —  ^o)']'!  v'^- 

n  =  y  ;  résidus  i,  2,  4  !  non-résidus  3,  5,  6. 

XiXi^  X^X^-^  Xi  T3  =  /, 

x,X3  —  XiXe-i-XiXs  =  i>  —  ^i  \/—  7, 

XiX^-^  XiX3-\- X^Xf,  =  l|>  —  l}-,  /—  7. 

«  =r.  1 1  ;  résidus  i ,  3,  'i-  -^j  9  !  non-résidus  a,  6,  7,  8,  10. 
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'^1^10"^  ^3^8 


X^X; 


=  /• 


V      =ll 


ij;,  V     -Il 


arjXj  -~  3732-6    --Xi 2^8   -r- 2-5 2- lo-t-  2^9.^7 

2-1 2-6  -f-2-3.r7    -^-2-v2-2    -1-2-52-8    -^2:9.r,o^ 

.ri2^7  -+-2-3  27,o-h  2-ia76  -^a^sa^a  --^-.jXg    =  cp  —  tpi  y/-- 1 1 , 

.ri2-8  -T-.r3r2  —  2742-10-1- 2-52-7  -i- 2-92-0    =0  — taiy/— 11. 


8,  II. 

X\  x^ 
X\X^ 


résidus   1,  3,   4)   9'    '")   ' '-  !  non-résidus  ■>.,   5,   (i,   7, 

-f-  XsX^  -^  2-42-8  -î-  2-92'5     -f-  Xio  2-7  -I- 2-122-11   —  0  -f-  (  2?  —  2-o)0l  /l3, 

-+-  2-32-8  -H  2:42-2  -{-  2-9  .Tu  -4-2^10  .rj  -^  2-12. ^6    =0  — (  2;  -1-  2:o)0i  vi^i 


Examinons  encore  les  changements  qui  s'effectuent  entre  les 
indices  quand  on  remplace  Xf,  par  x^.  On  peut  obtenir  ce  chan- 
gement en  remplaçant  w'  par  oi'+  w,  c'est-à-dire 


2(co'-i-  [JIW  ) 


par 


'[i+i 


2  («)'-;-  (0  —  ijia)) 


en  ajoutant  donc  une  unité  aux  Indices  o,  1,2...,  //  —  i),  dont 
le  dernier  devient  ainsi  zéro.  Si  l'on  fait  précéder  et  suivre  celte 
substitution  de  celles  qui  laissent  en  place  les  deux  racines  ini- 
tiales, si  donc  on  midtiplie  l'indice  primitif  ijl  par  un  nombre 
arbitraire  v  et  l'indice  transformé  par  un  antre  nombre  arbitraire 
v',  on  voit  que  le  changement  de  Xf,  en  x,,  de  la  manière  la  plus 
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générale,  scllccluc  au  moyen  d'une  snbstitution  linéaire,  rcin|)la- 
çanl  !x  par/>a  --/>',  où  p  el />'  ne  dépciRlenl  point  de  u. 

Considéranl  seulement  le  changemenl  de  \>.  en  ;j.  --  i ,  voyons  si 
rirralionnelle  adjointe  doit  être,  ou  non,  changée  de  signe.  Ran- 
geons, dans  chaque  différence  x^  —  x.,,  les  deux  lettres,  de  telle 

sorte  que  l'on  ait  [x^'^v,  les  indices  étant  supposés  o,  i,  ■?. 

n  —  1.  Cette  disposition  n'est  pas  alti-rée  par  le  changement  de  jjl 
et  de  V  en  ijL  —  I  et  V  -^  1 ,  sauf  pour  le  cas  v  ^^  /(  —  i .  Mais,  pour 
celte  valeur  de  v,  il  y  a  «  —  i  dillérences,  correspondant  à  u  =  o, 
I ,  y.,  . . . ,  (rt  —  2  )  ;  donc  point  de  changement  dans  le  signe.  Enfin 
les  difTérences  x  —  x„  se  reproduisent  les  unes  les  autres.  Donc 
enfin  le  produit  de  toutes  les  dillérences  reste  inaltéré,  lin  répé- 
tant la  même  opération,  on  peut  conclure  ainsi  :  Quand,  en  rem- 
plaçant x^  par  j:^,  on  aui^mente  tous  les  indices  de  jx  unités, 
l'irrationnelle  ^  rn /;  reste  inaltérée.  Par  e\eni|)le,  dans  le  cas 
/?  ^^  7,  on  a  simultanément 

x,x,  -i-  XiXe  —  XiXi  —  ^(x,Xo  )  -r-  ^i (a-,  Xo)  \/—  7, 
XiXi-.- XzXq-^ XiXn  —  •^(x,x,)~  i\ii(x,x,)  v^  —  7- 

JVous  sommes  en  mesure  de  connaître  les  substitutions  qui  ac- 
compagnent le  changement  de  x  el  de  x„  en  deux  autres  racines 
quelconques. 

Soit  à  remplacer  x  par  x/,  el  ./'o   par  x/,.   De  la    manière    la 

I  '       '       1  .1  ,     1      -  1  'Jt  tu  u  (o' 

plus  générale,  ce  résultat  s  obtient  en  remplaçant  —  et  -  -  |>ar 
ru'/i  cl  siv'A,  /■  et  s  étant  deux  entiers  fjuclconques,  c'est-à-dire 

Kj'     par     /(tu'    -  Xto  I. 
(•j       pur     s(  to'  -:-  /lut  I. 

Alors  II)'     -  ato  est  l'empl.ui'  par 

r{i.o'  -t-  Icw  )  - .'  }is(  to'-i-  /ito  )  — -  (i(x  -i-  /■  )to'-(   y  lis  II  1-  X/)to. 

Si  l'on  pose 
.  lisu-i-  kr  , 

(107)  V     :  -- -^:- (liiu(l/lt, 

S(l-r-/- 

ou  vciii  que  n'^  est  remplaci-  par  (.Vjji  +-  /'^jVv,  donc  Xji  par  ./-y.   I,a 
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subsliliUion  linéaire  et  fractionnaire  (102),  prise  suivant  le  mo- 
dule /?,  Iraduit  donc  tous  les  changcmenls  qui  peuvent  accom- 
pagner le  remplacement  de  .r  par  x/,  et  celui  de  j-,,  par  .r^. 

On  remarquera  qu'il  faut  prendre  [j.  =  co  pour  obtenir  y  =  h. 
C'est  pourquoi  la  racine  x  est  souvent  affectée  de  l'indice  yz  ■ 

Voyons  enfin  ce  qu'il  advient  de  l'irrationnelle  adjointe,  lors  de 
la  substitution  (lO'i).  Posons  successivement 

'■  „        I  ,„        rlL—h)    „  ,.,       , 

'^         '  5  IJl  s 

Ce  nombre  V  coïncide  avec  celui  qui  donne  la  formule  (102). 
Nous  l'obtenons  par  une  suite  de  substitutions  rentrant  dans  les 
Ivpes  étudiés  jusqu'ici. 

La  première  et  la  dernière,  on  vient  de  le  voir,  n'allèrent  pas 

l'irrationnelle    adjointe.  La  deuxième  et  la  troisième  multiplient 

cette  irrationnelle  par  -;-  i   ou  par  —  i ,  suivant  que  —  1 ,  pour  la 

/■(/■  —  /i  \  ,  ...  .      ,  •  1  1     ,• 

|)reiniere.  et >  pour  la  troisième,  sont  résidus   quadrati- 

(pies  ou  non-résidus  de  /;.  H  y  a  donc  multiplication  par  -i-  i  ou 
par  —  I  suivant  que est  résidu  ou  non-résidu.  En  multi- 
pliant par  s-,  c'est  le  caractère  quadratique  de  rs(Ji  —  A)  que  l'on 
aura  à  considérer.  Enfin,  si,  au  lieu  de  mettre  h  et  /.■  en  évidence, 
on  écrit  le  second  membre  (102)  sous  la  forme  d'une  fraction 
du  premier  degré  cpielconque,  on  peut  ('noncer  ce  théorème  gé- 
néral : 

Quand  on  échange  entre  elles  deux  paires  de  racines,  tous 
les  changements  d'indices  se  font  au  moyen  d' une  substitution 
linéaire  fractionnaire  prise  suivant  le  module  /?,  en  sorte  que 

tout  indice  a  est  remplacé  par    — — A  (mod//  ),  les  nombres 

^  '  '  qp.-f  (j     ^ 

entiers  p,  q,  p' ,  cf  étant  indépendants  de  ]x.  L' irrationnelle 
adjointe  conserve  ou  change  son  signe  suivant  que  le  détermi- 
nant de  la  substitution  [pq' — q/j)  est  résidu  quadratique  de 
n  ou  non-résidu. 

Cette  dernière  partie  de  la  proposition,  en  d'autres  termes,  si- 
gnifie que,  dans  les  substitutions  envisagées,  le  produit  de  toutes  les 
différences  (Xjj.  —  x^),  y  compris  pi  =  ce,  conserve  ou  change  son 
signe  suivant  le  caractère  quadratique  de  pq' — qp  .  Elle  prend 


la.'i  TROISIÈME    PARTIE.    —    FRAGMENTS. 

son  origine  dans  les  idées  précipilamnieni  t'niises  par  (îalois;  elle 
a  •'■lé  trouvée  par  M.  llerinite  ('  i. 

I  )ii\i<  le  cas  n  =  5,  nous  avons  démontré  qu'on  a 

(lo  î  )         XT„~  TiTi~-  r,Ti—/(sr,  Xo)  —  f{xi,  .Tv")  —  /(r;,ri  I. 

il  s  agit  de  rccontiailre  si!  existe  d'autres  cas  où,  en  ajoutant  le 
terme  .rxo  à  l'une  des  sommes /i  (mi,  on  obtient  ainsi  une  fnnc- 
tion  i|iji  ri'Sie  invari;d)lc  (Hinud  un  v  remplace  .r  cl  .r,,  par  deux 
racines  accouplées  dans  la  somme  ou  conjointes. 

Soient  a,  pa  ces  deux  indices  conjoints,  en  sorte  (pie,  rempla- 
çant X  et  Xo  par  x,  et  Xp,,  on  doive  voir  la  somme 

rester  inaltérée,  chaque  couple  se  transformant  en  l'un  des  au- 
tres. Observons  d'abord  (pi'on  peut  supposer  x  remplacé  par  x^ 
ou  par  Xpa,  Xo  étant,  en  même  temps,  remplacé  par  la  racine  con- 
jointe. Prenons  le  premier  cas  :  S  se  reproduit  tjuand  x^  rem- 
place X  et  Xpa  remplace  .r„.  Changeant  tous  les  indices  en  leurs 
inverses,  nous  voyons  que  S',  conjuguée  de  S,  se  reproduit  quand 

X,   renq>lace  .r„  et  x  ,    remplace  x.  A  l'égard  de  S',  -  joue   le 

i  fi 

môme  volt-  que  p  à  l'égard  do  S;  c'est      ipii  est  le  premier  indice 

dans  le  couple  (  -i  -•  )•  On  le  voit  donc,  si,  ])0ur  S.  l'indice  zéro  est 

remplacé  par  le  second  indice  d'un  couple,  alors,  [jour  la  somme 
conjuguée,  l'indice  zéro  est  remplacé  par  le  premier  indice.  A  con- 
dition d'envisager  loutcs  les  sommes  S,  S', m  peut  donc  se 

borner  au  cas  où  j\  rcnqilace  .r.  Si  l'on  trouve  ainsi  une  somme  S 
satisfaisant  aux  conditions  re(|uises,  il  v  aura,  en  même  tenqis,  à 
étendre  le  résultat  à  sa  conjuguée. 

I.a  sid)slitulion  des  indices  se  fait  suivant  la  formule  (loy.),  où, 
sans  moins  de  géni'ralité,  on  peut  prendre  s-  i;  on  doit  v  sup- 
poser 

h  —  a,        k  —  px. 


(  '  )  .S//;-  /(/  théorie  tics  équations  modulaires,  p.  .li). 
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L'indice  ^  est  ainsi  remplacé  par 


(10    )  a  (iiind/i)- 

Par  conséquent,  [i  et  pj3  sont  remplacés  ainsi  : 


(103) 


\?       !-■       «V^-T-^^P' 


En  particulier,  les  indices  — /■  et  — ç>r  sont  remplacés  par  oo 
et  o,  en  sorte  que  la  somme  S,  transformée  de  S,  qui  contient 
déjà  le  couple  a'a-^'pai  transformé  de  xxo,  contient  aiissi  le  couple 
xXo,  transformé  de  .x_rX_pr-  Pour  chaque  valeur  de  ]3 ,  autre 
que  — /',  le  couple  (p',  P")  doit  reproduire  un  des  couples  de  S. 
Le  rapport  ji' :  ji'  doit  donc  être  o  ou  son  inverse.  Dans  ce  rap- 
port a  disparaît.  Si  donc  les  conditions  qu'on  va  trouver  sont  rem 
plies,  S  sera  invariable  par  la  substitution  d'un  couple  quel- 
conque au  couple  jc:Xo- 

Les  expressions  de  [j'  et  [i''  donnent 

7-  ""  T-^  '  p?  ""  B"  —  a,i  ' 

Si  l'on  suppose  ,â  ^  p^',  la  dernière  égalité  devient 


d'où,  avec  la  première,  on  conclu! 

(lOD)  ^,  -i-   g  +  p -h  I  i:h  O. 

Si  l'on  change,  dans  les  expressions  (i(35"),  p  en  son  inverse,  [i' 
et  p"  se  changent  eu  ^  et  jj-,-  La  supposition  [3' es  pjj"  est  donc  tra- 
duite, de  même,  par  la  relation 

8        /•        I 

(107)  ___^__,^o. 
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Les  conditions  du  |)roblùiiic  exigent  donc  que,  dans  clia(|ue 
cou))l<'.  le  |)remicr  indice  ^  soit  nicini-  de  l'une  an  l'aiitif  des 
deux  congnicnees  (  106,  mit).  Bien  entendu,  le  couple  .r.ro  échappe 
à  cette  condition,  ainsi  que  le  cou|)le  j:-_r-ï'-rp,  q"'.  1"'  aussi, 
entre  dans  la  composition  de  S. 

Dès  maintenant,  les  cas  possibles  sont  étroitement  limités.  Cha- 
cune des  deux  congruences  (lofi,  loj")  a,  au  plus,  deux  solutions, 
perineltanl  la  conslruclion  de  (piatre  couples  au  |)lus.  Avec  les 
deux  couples  xx^  cl  x_rX_r^,  on  en  a  donc  six,  au  plus;  donc 
rt  -j-  I  5  12  ou  ni- 1  I . 

Les  seuls  cas  à  envisager  concernent  donc  les  nombres  pre- 
miers rt  :^  5,  ^  ou  I  1,  el  Ion  pourrait  se  bornera  examiner  succes- 
sivement les  sommes  S,  en  petit  nombre,  obtenues  par  lad- 
dilion  de  xx^  aux  sommes  formées  plus  haut.  Mais  on  peut 
rapidement  aussi  terminer  celte  analyse  directe,  comme  nous  al- 
lons le  faire. 

El,  d'abord,  supposons  p  r=  ----  i,  hypothèse  qui  corrcsjiond  aux 
sommes  dr-nolc'es  /  dans  les  exemples  ci-dessus.  Les  congrtiences 

(io(),  10-     cnïneicleiil.  loiites  deux,  avec  celle-ci:  (-1  -t- 1  1    <>. 

Comme  —  1  <loil  ainsi  èlre  résidu  qiiadr.iliquc,  l'hypothèse  /»  :-^  ."> 
est  seule  possible.  On  ublienl  de  la  sorte  la  somme  (io3).  Llle  est 
unique,  étant  é-gale  à  sa  conjuguée. 

l'ourles  autres  cas,  écrivons  la  congrucnee  i  lotî'i  sous  la  forme 

(108)  (  9.^-4-  /-p  -1-  /  /.  -  /--(p  -t-  3)(p  —  1  I, 

mettant  ainsi  en  ('•yidenee  que  (pH- 3)  (  p  —  i)doil  être  résidu  «pia- 
dratiquc  de  n  ou  nul.  S'il  en  est  ainsi,  la  congrueuce  a  deux  solu- 
tions ou  une  seule.  V.n  outre,  [î'  doit  être  le  premier  indice  dans 

iiii  eiiiiiile.  iiiir  (■oiisé(|iieiit  ii'-miIm.  (  )i on  a 

P'(3 -f-r)«-ï[P«--r(p -4-0? -4- r«p] 
ou,  ira|)ié>  la  congrucnee  (^108). 

Comme  a  est  n'sidu,  il  faul  (|ue  p  -  -  i  le  soit  aussi.  Par  consé- 
quent, A'i  condilions  nvcessiiiri-<  ,-i  siifjisaïUcs  pour  <itic  [i'  soil 
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II'  premier  indice  et  P"  le  second  indice  d'un  même  couple  ap- 
jtai tenant  à  S  se  réduisent  aux  suivantes  :  p  +  3  e/  p  —  i  doi- 
vent être  résidus  quadratiques  de  n. 

Changeanl  p  en  son  inverse  et  observant  que  p  est  non-résidu, 
on  conclut  aussi  les  conditions  pour  que  ff  soit  le  premier  in- 
dice et  fi'  le  second  :  i  -)-  3p  ei  1  —  p  doivent  être  non-résidus. 

Enfin  les  indices  —  r  et  —  p/'  devant  former  un  couple,  on  doit 


P 


rendre  —  /■  éeal  à  un  résidu. 


-& 


Il  ne  reste  plus  qu'à  examiner  ces  conditions  pour  n  ^=  5,  -  ou 
I  I ,  en  prenant  successivement  les  valeurs  diverses  de  p  : 

/i  =  5  ;         f  ~  -1,         p  —  1  r(-siilu,         p  +  3  ^3  o. 

[^a  congru ence  (108)  donne  JU  =/•,  et  l'on  peut  prendre/'^  ±  i . 
La  fonction 

(  I  09  )  XXo  —  XiX^-^  Xi,  .T3 

se  cliange   en  elle-même  par    la  substitution   qui   remplace  l'in- 

dicc  a  i)ar  a.- ,  ou  a.  et  /•  sont,  tous  deux,  eçauxa  zh  i. 

Pour  le  cas  p  =  3,  il  suffit  de  changer  l'indice  et  l'indice  trans- 
formé en  leurs  inverses,  de  sorte  que  la  fonction  conjuguée 

(IIO)  XXo-^  XiX3-h  X^X-i 

se    change    en    elle-même    quand    on    reni])lace    lindicc    u    par 

/•  jji  -t- 1 


a 


2  /•  (X  -T-    1 


p  =  3,     p-H3,     i-t-3p,      I — p  non  résidus. 


La  congruence  (1  07),  c'est-à-dire  celle  que  l'on  déduit  de  (106) 
par  le  changement  de  p  en  son  inverse  donne,  pour  [3,  les  valeurs 
3/'  et  5/'.  On  a  ainsi,  pour  le  premier  indice,  les  valeurs  —  /•,  3/', 
5/'  qui  coïncident,  comme  il  convient,  avec  les  trois  résidus  1,2,4, 
si  l'on  prend,  pour  /■,  un  quelconque  des  non-résidus.  Par  consé- 
quent, la  somme 

(lll)  XXo-T- XiXs-^  T^Xi^  XiXs 

se  cliange  en  elle-même  par  les  subslilulions  qui  remplacent  l'in- 
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iiiuc  jJL  par  X  - — —  )  ou   1  on  doit  prendre  a  =  i ,  ^  un  ^j  ;  /•  =r  6, 
5  ou  G. 

Sans  tpi'il  soil  liesoiii  ilexainincr  le  cas  p  i=  5,  on  conclut  (uie 
la  lonclion  conjni;ucc 

(  1 1  v.)  XTi)  —  x,Xi—  a-j  a-3  -+-  a-;  t^ 

se  change  en  (•ll<-mciiic  thins  les   Mibstilulions  ii'iiijiliiianl    a  par 
/•u.  -+- 1 
3  r  [1  —  I 

«  =  ii;         p  =  ■' :  --       J.     p — -1  résidus  ;      l  — 3p,     i  —  p  non-ré?i(lu5. 

La  congruencc  l^'oO)  donne,  pour  [ii,  les  valeurs  6/' et  a/'.  En 
même  temps,  la  cougrucnce  conjuguée  donne  les  valeurs  8/- et  -r. 
Prenant  /•  égal  à  un  des  non-résidus,  on  reproduit  par  l'ensemble 
— • /•,  6/',  'M',  8/',  j/lous  les  résidus.  Par  conséquent,  la  fonction 

(  I  r5  )  JrTi,  -+-  XiXo  -i-  X^X^-r-  X^Xg  -i-  X^Xn,  -r-  XiX^ 

se   rcnroduil   dans  les    suhsiilul  icin>   iiniiiliicanl   'i.   par  a-— — - - 

'  '        '  '      '  [Jl  -:-  /• 

où  a  est  un  ([iielconquc  des  résidus,  /   ini  i|iielcoDque  des  non-i'é- 
sidii>.  Lu  foiidiuri  conjuguée 

(Il4)  a-Xg-l-  XiX(,-h  XiX;  —  XyX^-^-  XiXi--  XgXlv 

1-1  •  1  .  1       •  m     -  I         , 

se  reprouMii   dr  humic  (UlukI  •>.   est  reiiiiiUicr  para -;cesl 

I  1  '  J  '  2  /■  ,a   I-  I 

ce  II  11  lin  I  l'Din  iiMil   m  iii  visage  nul  le  cas  o  =  (i. 
I  ~  I 

l'our  le  cas  p  =  ^,  p -i- 3  est  non-résidu  et  il  n'est  pas  néces- 
saire d'aller  au  delà.  On  peut,  dès  lors,  conclure  que  les  deux 
sommes  correspondant  à  p  ^=  7  et  à  p  =1^  8  ne  peuvent  se  rcpro- 

dinrc    ill<'s-iii(-mes   ijii.iiiil    le  e(iN|ile   ./•.<■„  osl  changé  en   nn  autre 
couple. 

l'unni  les  diverses  sommes  (|ur  nnns  venons  tTenvisager,  la 
|ii  iinic're  (  1  o3  )  a  été  étudiée  d.in>  le  prcinier  (  '.lia  pitre.  Nous  avons 
\  Il  (pie  ses  piopriélés  entraînent  la  conséquenee  suivante  :  celle 
loiictiiiii  salislail  à  une  équalion  du  cinquième  degré,  dont  les 
coeflicieuts  sonl  ciiliers  en  ji'^  et  i'a-  l  ii<'  l'iiqiriélé  analogue 
existe-l-elle  |iiiiir  les  aiilies  sommes?  Telle  e>l  l;i  cpii>li<iii  (pi'il 
f;iill  traiter. 
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A  l'égard  de  la  somme  (109),  il  n'y  a  pas  lieu  de  clicrclier  une 
propriété  analogue,  celte  somme  n'étant  pao  une  fonction  symé- 
trique de  X  et  de  Xf^.  Quant  aux  autres,  elles  sont  efTective- 
inent  des  fonctions  symétriques  de  x  et  de  Xo,  et  l'on  doit,  avant 
tout,  examiner  si,  dans  les  substitutions  considérées,  l'irration- 
nelle adjointe  conserve  son  signe. 

D'après  nos  propositions  générales,  il  en  est  ainsi  à  la  condi- 
tion que  a/(i  —  p)  déterminant  de  la  substitution  (io4)  soit  un 
résidu.  Or  c'est  ce  qui  a  lieu  effectivement  pour  les  cas  11  =  -. 
0  r=  3  et  «  :=  1 1 ,  p  =  2,  puisque  a  est  un  résidu  et  que  /•  et  i  —  p 
sont  non-résidus. 

A  l'égard  des  sommes  (111)  et(ii3),  leurs  expressions  ration 
nelles  en  fonction  de  racines  satisfont  donc  aux  conditions 

Y{x,  Xu)  =  F{x„,x)  =  F(j-a,  Xfa)  =  F(Xç,^,Xy,)  =... 

et  F  contient,  dans  ses  coefficients,  l'irrationnelle  y/ —  n,  prise 
partout  avec  une  seule  détermination.  Dès  lors,  cette  irration- 
nelle n'empêche  point  d'appliquer  à  ces  fonctions  la  même  ana- 
lyse qu'à  la  fonction  (100)  du  cas  n  =  5.  Voici  donc  la  conclu- 
sion : 

Pour  rt  =  7,  la  somme  (i  1 1)  est  racine  d'une  équation  du 
septième  degré  dont  les  coej/icients  sont  des  fonctions  entières 
de  go,  gs  et  de  y/—  7.  

Si  l'on  j  change  le  signe  de  \  —  7,  on  obtient  une  équation 
à  laquelle  satisfait  la  somme  (112). 

Pour  rt  =  1 1,  t/e  même,  les  sommes(i  i3)  et{n  ^j  sont  racines 
de  deux  équations  du  onzième  degré,  conjuguées,  dont  les 
coefficients  sont  des  fonctions  entières  de  go,  gi  et  de  s^  —  11. 

Ainsi  qu'on  l'a  déjà  observé  pour  n  =  5,  ces  résultats  s'appli- 
quent aussi  à  chaque  combinaison  qui  présente,  en  commun  avec 
les  sommes  précédentes,  ce  caractère  :  elle  contient  les  racines  x 
accouplées  de  la  même  manière  ;  elle  est  symétrique  par  rapport 
aux  éléments  d'un  même  couple  et  symétrique  aussi  par  rapport 
à  deux  couples  quelconques. 

Par  le  moyen  de  ces  combinaisons,  on  obtient,  dans  les  cas 
III.    '  9 
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/»  =  5,7  ou  II.  une  équalion  di-  la  ilnision  des  pi-riodes  <]iii  csl 
.seuicmcnl  du  degré  //,  ;iu  lien  de  «  -  i.  Ccl  iil)aisseincnl  d'iiin- 
imilé  dans  le  degré  ne  se  prodnil  dans  aiuiiii  autre  cas,  les  inva- 
riants g-^,  g:t  restant,  hien  entendu,  indc'tcrminés.  Voici  com- 
ment on  peut  le  dénionlrer.  lin  premier  lieu,  une  fonction  des  ra- 
cines X,  enlièrement  donnée  et  rationnelle,  est  susceptible  de 
(n  —  ')"("  —  ')  ^'^Icurs,  quand  elle  est  quelconque.  On  peut  ef- 
fectivement choisir  arbitriiiremenl,  de  (n~i)ri  manières,  deux 
d'entre  elles  pour  leur  faire  jouer  le  rôle  de  .r  et  Xo,  après  quoi  il 
V  a  /;  —  I  manières  de  fixer  l'enseinhle  des  autres  racines.  Ce  der- 
nier nombre  est  réduit  de  moitié  par  l'adjonction  de  \  ±i  n.  Ainsi, 
par  cette  adjonction,  le  nombre  des  valeurs  d'une  fonction  des 
racines  est  généralement  ^{n  -—  i)n{n  —  i).  Le  facteur  |)i  einier  n 
suffit  à  faire  connailn^  l'impossibilité  dune  transformée  avant  un 
degré  moindre  que  n.  Supposons  donc  l'existence  ellective  d'une 
combinaison  S  qui  satisfasse  à  une  équation  du  degré  n.  Ex|)ri- 
mons  S  en  fonction  de  deux  racines  jc  el  X(,;  S  devient  ainsi  une 
fonction  algébrique  F(x,Xu)  dont  nous  envisageons  une  détermi- 
nation. On  ne  saurait  avoir  F(x,  Xj)  =^  F(x,  Xo).  En  eflet  . 
les  n  (|ii:iiitilés  F(x,  Xy,)  scimIchI  MJors  égales  enlre  eili's.  \près  le 
ilioix  de  la  racine  initiale  .r,  ci'hii  de  Xo  serait  imlillérent  ;  le 
iiDMibrc  des  valeurs  de  S,  avec  l'ad  jonction  de  l'irralionnelle,  serait 
iliiiii-  i(/i  -I-  i)(/(  —  i)  ou  un  di\  iseiir  de  ce  nombre,  ce  (ini  est  im- 
possible, riivpollièse  étant  que  S  a  n  valeurs  et  que  //  est  pre- 
mier. Les  n  valeurs  de  S  doivent  donc  être  F(.r,  Xq  V  F( x.  Xi  \  . . . 
et,  |)ar  conséquent,  F(x,Xo)  doit  avoir  une  seule  valeur  dès 
ipie  ./•  et  .r,i  sont  choisies.  l)oiii',  enfin,  la  eonsliiulion  de  S  doit 
permettre  l'accouplement  <les  racines  deux  à  deux  suivant  les  lois 
l'Iiidlées  précédemment.  Kn  couelusion  finale,  <jiiiiiiil  les  iin'a- 
rianls  g^  et  g3  rcslfiil  i/i(/rfcri>iiiirs,  /e.t  seuls  cas  où  In  ilhision 
des  périodes,  par  le  iioinhre  premier  n,  dépende  d'une  é)/iia- 
liiin  (lyani  un  degré  inférieur  l'i  /»,  sont  les  suivants  :  n  =  5,  '^ 
ou  11.  Ce  théorème  est  ilA  à  Galois  ('). 

(')  Oulrc  le  Mëmoirc  de  M.  Ilcnnile,  cité  en  l*le  de  ce  Chapitre,  voir,  sur  ce 
sujet,  lii  Lellic  de  Galois  à  Af.'Augiistc  ClicvtMlier  {Journal  île  Matltcmaliques, 
t.  M,  |i.  'il'**;  anni'ic  i8'|G):  tni  Mriiii)ii'c  de  M.  Ilelli,  intilulr:  So/irn  nhlias- 
.lamviilo  <lfir  et/iiazioni  niodiilari  {.tiinali  di  Tortolini ;  iS.ï,'!);  —  le  Traitr 
des  siihstitiition.s ,  par  M.  ("..iiiiillc  .Inidiin  i  p.  "î-  i. 
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L'une  des  résolvanlcs  du  septième  degré,  pour  le  cas  n  =  -,  a, 
pour  l'une  de  ses  racines,  la  quantité  suivante  (mi) 

X|,  =  xjco-^  û^ir3-i-  3-,Tii'^  XiO-^. 

Les  autres  racines  X,,  Xo,  .  . .,  Xc  s'en  déduisent  par  l'addi- 
tion d'un  même  nombre  d'unités  à  chaque  indice,  la  première 
quantité  x  restant  invariable. 

En  supposant  ^3  :=  o  et  g'.i=^  f,  on  a  trouvé  que  les  x  s'expri- 
ment comme  il  suit 

X  =  —  To  =  v^? , 

(..5)  ^-e=-..=  V^, 

^2  =  —  2-3  =  y -3, 

et  les  quantités  y  ;,  .  .  .  ont  été  définies  complètement.  De  plus, 
on  a  vu  tous  les  produits  de  ces  quantités,  deux  à  deux,  explici- 
tement et  rationnellement  exprimés  en  fonclion  de  /,  de  y  7  et  de 

y  2y''j.  De  pareilles  expressions  peuvent  donc  être  trouvées  pour 
les  quantités  X. 

Par  la  substitution  des  x,  on  trouve 

Xi  =  XXi  -+-  3-2X4+  J-33-0+  T^iTi  =  y/;;,!  +  /?i  ;2  —  /?;!  —  V''a$3  . 
Xj  —  XTî  -i-XiXi^  Xi,Xi-h  X^Xo—Xi, 
X3=  XX3-T-  X^Xs-i-  X^Xji-r-  XoXi= X], 

'S.i=  XXi-^  X-^Xo^  X^X3~  XiXi=  —  2(\/ll2—  \/UU)< 

X5=  xx^^ XsXi-T-  x^Xi-h  x.^X3=  2v/;Ï2— ;i  — ;3, 
X6  =  XX6  —  XoX.,^  XiXi  —  .r3X',  = —  X,. 

Ce  n'est  pas  le  calcul  même  de  ces  racines,  immédiat  d'après 
les  formules  (83,  84),  que  nous  poursuivons,  mais  celui  du  pre- 
mier membre  de  l'équation,  d'après  ces  racines,  pour  faire  appa- 
raître sa  nature  de  polynôme  entier  en  ^  — ^,  à  coefficients  en- 
tiers. Pour  ce  but,  nous  mettrons  à  part  la  racine  X.,,  nous 
réunirons  les  racines  Xq  et  X;;  ;  enfin  nous  réunirons  les  deux  ra- 
cines doubles  dzX|. 
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\'oici  les  calculs  qui  incitent  en  usage  les  formules  (83  ;i  ^Ct) 
cl  où  Ton  mel  iudifTcreinnicnl  y' —  ~  ]iour  i\''j  : 

>^i  =  — ••'A7  — -W— :;. 

N,+x.= 2(1/1?:-^ /?;];)-(  c+?,-f.-f,) 

=  — 2(5-7  — 3v'— 7). 

x3-.\o= 2(/^- v/êTï)-^- l+îî- 5.- ç. 

=  (n-0    (il  i/7  — 2iOv'2/7' 
(X5-  X„)s=  2'. 7(83  -  3.5  v/=^), 
(X3-X„)2=2K5=.7-"-4-3.37v/^), 
X5  Xo  =  -  2*.  3  (î'.  7  -i-  3'  /^  )  ; 

X,  =  -  2(1  -r-  0  (5  -h  2  y/^)  \^2  \^, 
Xf  =  — 2»('aî.0.7  -4-3/^'). 

Hclablissons  riioniogcnéité  en  multipliant  rcxpression  de 
(:liac|ue  quantitc  X  par  {^j,  et  concluons  que  le  i>reiiiier  membre 
(le  1(1  résolvaitle,  cjuand  on  suppose  ^3=  o,  se  réduit  au  pro- 
duit (l('s  trois  /(tclcurs  ci-aprcs  : 


;iir.) 


(X=-\î)«=[X>-f-(2=.3.7  +  3v/^)^j]', 
(X-X5)(X-Xo)  =  X«-Hi(5.7-3v/:^)^5X 

-  3(23.7 +  3V^.»<?I- 


Ces  facteurs  oui,  comme  on  le  \t)it,  la  forme  qui  1  liil  prévue. 
La  seconde  rt'solvanlc  a,  poui'  lune  de  ses  racines,  la  ipiantili' 

X'o  =  XXo  -H  Xi  T,  -h  Xi.r,  -1-  Xi  To  . 

déduite  de  X^  eu   rcnqilai-.uil  cliinpic  indice  ])ar  son  coinpKinenl 
à  ~.  D'après  celle  iciiiafi|ur.  on  a 

laiidis  (pic.  1rs  Icrinos  ('lant  ranges  coincnalilcmcnl,  on  a  aussi 
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en  sorte  que  X,'„  se  déduit  de  Xj^,,,  en  remplaçant  encore  cliaqu(ï 
indice  par  son  complément  à  ^.  D'après  les  égalités  (ii5),  cette 
substitution  équivaut  à  laisser  inaltéré  y/^,  à  changer  le  signe  de\/;i, 
à  échanger  y/Ço  et  y/^:i.  C'est  donc  changer  chaque  quantité  en  sa 
conjuguée.  Dans  le  résultat  final,  obtenu  précédemment,  ce  chan- 
gement se  traduit  par  le  changement  du  signe  de  y' —  7,  ainsi  que 
la  théorie  le  faisait  prévoir. 

C'est  pour  nous  acheminer  vers  la  formation  de  la  résolvante 
dans  le  cas  général  que  nous  l'avons  construite,  au  moyen  de  ses 
racines,  dans  le  cas  ^;j  =^  o.  Dans  cette  vue,  il  faut  développer  le 
produit  des  trois  facteurs  (116)  et  nous  y  mettrons,  pour  l'in- 
connue, au  lieu  de  X,  cette  autre  Y  =:  X  -f-  Sg-^-  La  raison  de  ce 
choix  apparaîtra  bientôt.  Les  trois  facteurs  deviennent  ainsi 

Y  +  i(i+3v/~)ft"-2, 
[  Y2  _  6^-0  Y  ^-  (.49  +  3  v/~7)ffiy, 

et  voici  l'équation  obtenue  en  effectuant  le  produit  : 
(117)  Y'+(2i  — v/^)g-i  P  =  o, 

P  désignant  le  polynôme  suivant 

P  =  ^^  Y*  — 2-2.3.7(36j-/^)ir-2Y'i  +  2S.32(i,i  — v/-^)5'n'- 

- 1 1  (3.7.929-283  v/z:^)^-!  Y+  ^(  i49H-  3  v/^)'  (35-47  ^^).^l- 

Au  cas  g2  =  Oi  on  a  (a^) 

a.  étant  une  racine  cubique  de  l'unité.  11  en  résulte 

X3  =  0, 

Xo  =  23-^0,  X2  =  aXo,        Xv  =  a2Xo, 

X]  =  a-a;- -I- a,r5,  X3  =  aXi,         Xj  =  a^Xj. 
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(  )i-  OU  ;i  aussi  (afi) 


KRACMENTS. 


3h-/>.I    :,, 

V7f^3l 


Xo  = 


V^l  j/ 

V7^s. 


11  en  résulte 


Xo  =  -6(;/7«-3)', 


X,  = -J  (a»-a)(a-s-harî)  +  ;  (  a'- «)(j-2-j-;) 
=  _  ;.  [  x» -I- a-S -I- j/ï  (  a:' —  X  J  )  ] , 

ni8i  x,  =  -4(5-^3v/=l^)(;/^)'. 

I,c  iiifinicr  incnibrc  tic  la  rcsohanlu  du  st-pllrino  degré  se  dé- 
compose ainsi  en  les  fadeurs  suivants  : 

X, 

\3  va   _  Y3  _^  93    ^3    -î  tri 

x»  _  X]  =  X»  -  g)'(5  -  ^:^y  -'ffi  =  X'  -  ^;^^  (5.  i ,  -  3=  ^^7)^1  ■ 

Pour  comparer  le  |)r()duil  de  ces  facteurs  au  produit  analogue. 
olil(Miu  tout  il  rii(  uic  d^ms  le  cas  ^3    tO,   nous  récrirons  sous  la 

loriMC 

'iiy)  \-  —  }-{-ii  —  \r^)ffiv'  =  o. 

I.c  cali'ul.   très  sini|ilp,    donne  pour  n'sullat 

P'=  ^^'x*+3'.7'(:{.7.rî-+-v/=^)^i!X. 


au  hou 

i'-.  =  o 


<  hi  iloit  reniarijucr,  en  outre,  (Mie  Ion  peut  luellre  lei   ^ 
d<'    X,    puisque?    CCS    deux    inconnues    coïncident    pour 

Le  même  raisonnement  dont  on  a  fait  usage  pour  le  cas  n  -—  5 
(p.  I  i  )  j)rouve  a  /inOri  que  la  résolvante,  dans  le  cas  général,  a 
pour  coefficients  des  polMiônies  entiers  en  ^.j  et  g'^,  le  premier 
coefficient  étant  ruiiilé.  Oe  plus,  l'Iiomogénéilé  fait  connaître, 
sauf  des  facteuis  luuuériques.  les  divers  coefficienls.  L'éipialion 
est  de  la  forme  suivante,  où  nous  mettons  \  pour  l'inconnue, 

Y'-+-o^,Y«-T-&AiY»    -.cirî--'/.^|)V'--  ...  =o. 
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En  prenant  à  part  les  cas  o-,  =^  o  et  o^s  =  o,  on  a,  par  là,  déter- 
miné les  coefficients  de  tous  les  termes  qui  ne  contiennent  pas,  à 
la  fois,  Oo  et  ^:i. 

Il  j  a  toutefois  une  précaution  à  observer  ici,  à  cause  de  lirra- 
lionnelle  y  —  7  :  il  faut  savoir  si,  dans  les  deux  calculs,  on  a  pris 
pour  cette  irrationnelle  des  signes  concordants. 

Le  premier  calcul  a  été  fait  avec  la  donnée  suivante  :  g.^  esl 
positif,  les  désignations  des  racines  .c  sont  celles  du  Tableau  (Il  ) 
et  y/ — 7  est  égal  à  «  y  7-  Pour  le  second  calcul,  on  a  pris  a 
conforme  à  l'hjpothèse  ^3>o;  on  a  respecté  la  supposition 
y^ — y  ^  j'y  y;  en  outre,  les  racines  sont  désignées  comme  dans 
la  partie  supérieure  du  Tableau  (II). 

A  propos  de  ce  Tableau,  on  a  fait  observer  que,  pour  la  conti- 
nuité, il  faut  en  passant,  par  exemple,  du  centre  à  la  partie 
supérieure,  changer  les  indices  des  racines  x.  Pour  établir  la 
continuité  entre  le  premier  calcul  et  le  second,  il  faut  donc,  dans 
le  second,  remplacer  les  indices 

il     J,     ^,     '-i.     ',     'J, 


qui  occupent  la  bande  de  séparation  entre  le  centre  et  la  partie 
supérieure  par  les  indices  qui,  respectivement,  occupent  la  même 
colonne  dans  la  bande  supérieure,  c'est-à-dire  par 

I,     ('),     3,     4i     2.     J- 

Celte  sul)Stitiition  n'altère  point  la  quantité  Xq, 

Xo   —  XXo  -r-  Xi  .Ta  -T-  3^2  3-0  -I-  Xi  X^ . 

Les  deux  calculs,  on  le  voit,  ont  été  faits  d'une  manière 
concordante.  Déjà  donc,  par  les  résultats  (117)  et  (iig),  nous 
connaissons  complètement  les  premiers  termes  de  l'équation,  sa- 
voir 

^,20)  Y1-+-  ^(3.7-./^)(^i-:.-^|)VV-H...  =  o; 

donc  en  tenant  compte  de  la  lacune,  ainsi  reconnue,  nous  avons 
déterminé  les  coefficients  de  trois  termes.  Quant  aux  autres  termes, 
nous  n'avons,  jusqu'à  présent,  que  des  résultats  incomplets. 
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Faisons  inaintcnanl  intervenir  la  considéralion  du  cas  A  ■=  o. 
On  a  vu  qu'alors  une  racine  a-  est  égale  à  21  y  el  les  sept  autres  à 
—  3y,  avec  ^Tj^iay-.  Dans  ces  conditions,  toutes  les  quantités 
sont  égales  entre  elles  :  leur  valeur  comniune  est 

•   Xr3  — a.aiY*— 3.99f2^  — 36y'=  -3^.. 

Les  sept  racines  ^  =^  X  —-  .3  ^'.^  sont  nulles,  el  c'est  là  ce  qui  a 
guidé  dans  le  choix  de  l'inconnue  Y.  Tous  les  coefficients  donc, 
sauf  celui  de  Y',  contiennent  le  facteur  A.  Ce  renseignement  suffit 
ilcjà,  vu  riiomogéiiéilé,  à  faire  prévoir  la  lacune  qui  se  rcncontri' 
dans  ré([uation  (120),  où,  de  plus,  le  coefficient  de  \'  est  effec- 
tivement A,  sauf  un  facteur  num('ri(|ue. 

Pourvus  de  ce  renseignement  snj)plémentaire,  nous  connaîtrons 
les  coefficients  de  tous  les  termes  tpii  ne  contiennent  pas,  à  la 
fois,  les  trois  facteurs  ^3,  gn,  A,  successivement  supposés  nuls 
ilans  les  résultats  partiels. 

Mais  le  degré  de  tous  les  coefficients  est  pair  et  ^3  n'y  figure 
(ju'avec  des  ex))osanls  pairs.  I^c  produit  i?2,i';|  A  est  de  degré  1  j  : 
c'est  celui  du  ileriiicr  terme,  indépendant  de  \.  .\liisi  l'i-cpiation 
est  connue,  dans  son  entier,  sauf  un  seul  terme  '/.g.,glS,  dont  1<' 
facteur  numérique  À  restera  à  trouver  par  quelque  autre  inoven. 

Pour  trouver  ce  dernier  terme,  supposons  ^2  infiniment  petit 
el  calculons  la  partie  principale  de  la  racine  infiniment  petite  X3. 
Les  racines   x  ('-lanl    dénotées  par  des  lettres  accentuées,   on   a 

(p.fi:^ 

x'  —X  -\-p'r„.         t\  —  a'T  -^//a  x^.         .r'j  -  a  .r  -^/<  ï-.r„. 
a:'„  =  a-o -t-  p  X.  x'i  =  a  j"o  —  />  i^x,  t\  =  a'-r» -t-  p i.r. 

Il  en  n'sulte 

Xj  =  x'x\  -1-  x\r\  -t-  ar'jx'j  -r-  x'^x\  =  3(/>a«x«-+-/>'x.rJ  ). 

.Siiiviinl  li's  cxiiiessions  (uS,  '.u)  1  de  /<  el  /)',  on  trouve 

■X  \  u  I 

lu  culcul,  liiiil  piireij  .1  celui  (pii  ;i  l'ii'  indiipii-  plii'-  liant,    pour 
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X|,  donne  la  partie  principale  de  X^, 
Celle  de  Y3  =  X3+  S^o  est  donc 


121  ) 


Le  dernier  terme  de  l'équalion  en  Y  ]Hnir  ff.^  infiniment   petit 
sera  donc 


27  ',21  —  V 


/-7)^|.3^7''3.7.i3--v/-7)^5-'?fi 


^2=^^-2^3-i- 


et  comme  A  =:  —  ^J^^iî»  Of  en  déduit 

X  —  —  ('21  —  y/—  7)35.73(71  —  107  /—  7). 


Voici,  d'après  ce  cpron  vient  d'exposer,  l'équation   cherchée, 
dans  le  cas  général, 

Y'  -<-  (21  —  /^)  An  =  o, 


(I  représentant  le  polynôme  ci-après 


n=  — ^  11—2^3.7(36  ^-/— 7)^2  Y3h- 2». :r-(i4-v/-7)  5-1  v-^ 

+  [3^7^(3. 7.13  --  v/:r^)  ^^-11(3.7. 929  -  283  /=^)^|]  Y 

+  À(i49-3v/=7)-(35-47v/=7)s'|-3^-7K7'-i07V''^)é-'2#'3. 


3^7^ 
2 


-j^  Y4  -  22 . 3 . 7  (  36  -+-  y/-  7)  ^2 Y'i  -^  2" .  32  (>  4  -  /-  7)  .Ç-J  Y^ 
,(5.7_/3^)„^?-73(3.7.i3-v'=7'i]Y 

(21  -  s/-'^)„"|  -  3^73(71  - 107  v/^>  ^ff-^ 


=  ^^Y*^22.3.7';36  +  v'— 7.)^2Y3-i-28.32(i4  -  /— 7)^1Y2 

-  2^3M:3.';  -  v/=^)^l Y -4- ^* (21  + v/="7Jéi 

-73(3. 7.13- /~)a[Y -h^t/=:'7(ii-^/~7) ^°-^]- 
Nous  allons  considérer  encore  une  autre  résolvante  du  septième 
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degré,  en  prenant,  pour  inconnue,  une  lonclion  des  racines,  avant 
les  mêmes  symétries  que  Y.  Au  lieu  de  la  composer  avec  les  jr,  ce 
(|ui  pourrait  se  faire,  dans  la  même  forme,  nous  la  composerons 
avec  les  /,  racines  de  la  seconde  résolvante  (.m))  du  liuilième  degré. 
Nos  inconnues  seront  les  sept  (piantili's  Tji,  dont  voici  la  défini- 
tion : 

T|i=  (<  —  'li)(7|jn-i  —  '(n+j)('|i.+î —  '|j.-+«)('|i+» —  '|i+ï)) 

et  que  nous  allons  calculer  d'abord  en  supposant  g^zr^  o.  En  ce 
cas,  on  a  (  3o) 

'!  =  l\(9-+-'V3)5'>.        «s  =  A(9-'V3)<?3- 

On  en  conclut 

T,  =  T5=Te  =  o, 

T„  -  T,==  T»  =  -  (<  -  -  /„)»(/  -  ti)(h-  /,)  =  ^  (2.       V    ~-^)s'i, 

T3  =  -(<-/o)'<'s-/5)=  -^W~frl 

Allons  ])lii>  loin  ol  cdculons  Ifs  parties  juincipales  de  1  , ,  ï,,. 
T|i  quand  ^2  est  inliniment  petit.  En  emplo\;iiil  la  notation  /  .  au 
lieu  de  /,  pour  ce  cas,  on  a  trouvé  (t)5') 


(122)  t=t 


formule  qui   s'applique  aux  diverses  quantités  /  ,  sauf  /.,  et  I  .^ 
lJ"a|)rès  cette  foinnilc  et  les  formules  {'->.6k  nous  aurons 


ou    (  llllll 


'*    ■•  l'^.Vi:,   .  ,'—-\. 


('.«3)  T,=  ^-^,(.f,^",J'7^,)'l-..      \ 
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On  trouve,  de  même. 

T3=aT„        T,=  a-Ti. 

Soit,  de  même,  à  trouver  la  partie  principale  de  T„ — T,,.  par 
exemple.  On  a 

se  souvenant  que  t'.^  —  t-,  et  l'^  —  (-^  sont  négligeables,  que,  pour 
les  autres  t',  on  a  la  formule  (^122^  on  en  conclut 

3/ 

3  /  3  y  rt  '^     Q  "î 


t„Xa{t—  U){t  —  ti  I  —  t.v{to—  tiKto—  h  > 

V — 

■il    „  0-2 

Ï7^=^  V  1  u  —  1 0  ) 

^2V7^3 

—  ^.jii        v        //031 


Supposons,  en  second  lieu,  le  discriminant  évanouissant.  On  a 
\u  que  l'une  des  quantités  i  reste  finie;  sa  valeur  limite,  suivant 

l'équation  (09  1,  est  —^ — ^3  ;  les  autres  sont  évanouissantes.  Toutes 

les  quantités  T|j,  ont  donc  zéro  pour  limite  et,  dans  l'équation  en  T, 
le  premier  coefficient  étant  l'unité,    tous  les   autres  coefficients 
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conlieiincnl  le  fnclcur  A.  Mais,  tlans  ces  coefficients,  les  exposants 
de  A  sont  très  élevés,  comme  on  \a  le  voir. 
Posant,  comme  précédemment  '  i6), 

î  étant  infiniment  |iclit,  nous  avons  la  parllo  |uinripa!c  de  t.j,  par 
la  formule 

Il  en  résulte,  |>oiir  la  partie  principale  de  T,j,, 

va 

où  î  est  égal  à  e  '  .  Celte  expression  se  simplifie  d'après  les  rela- 
tions suivantes 

I  —  p'  =  —  p'(i  —  p'), 

I-   p5  =  _p!(,_pS), 

i_pt=._p6(i.  -p), 
(i-p)(i-p!)fi-p')(i-  pkHi-pM(i-p')  =  7. 

<pii  donnent 

(i  -  p)vi  -  p«)u  -  p»)  =  -  Z^, 

le  signe  l'iant  li\é  d'après  la  convention  ^  — j'  =  /y/-,  jointe  à 
l'observation  que 

(i  — p)(i  — p»)(i  — pi)=— (aij'sin^  sin-!-^  *'"--' 
osl  le  proiliiil  de  /  p;ir  un  nondjre  n('galif.  On   a  donc  finalcmcnl 

/  7 

ce  (pu  donne,  pour  le  jirodull  des  se  pi  ipiimlilés  T^,  réduites  à  leurs 
|i;olies  jiriueipales. 
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Mais  c'est  là  précisément  le  produit  de  ces  quantités,  dans  tous 
les  cas.  Ce  produit  est,  en  effet,  celui  de  toutes  les  différences  des 
([uantités  t,  prises  deux  à  deux,  c'est-à-dire  la  racine  carrée  du 
discriminant  de  l'équation  en  t,  dont  on  a  trouvé  précédemment 
l'expression  (('o). 

Nous  connaissons,  dès  à  présent,  le  dernier  terme  de  l'équation 
en  T  :  c'est  la  quantité  (lao),  changée  de  signe.  De  plus,  l'expres- 
sion de  Tjj,niène  à  l'observation  suivante  :  dans  Téquation  en  T,  le 
coefficient   de  T'",  sauf  pour  ni  ^=  -  et  m  =  o,   doit  contenir  1 


I  -.1  m 


,                                                                          *              I ,           .                 1  .i  fit-  ^ 
facteur  A  avec  un   exposant  /?,  tel  que  ion  ait  /(  H ^-  i2. 

On  trouve  par  là.  pour  «,  les  limites  inférieures  successives  2, 
4,  6",  ^,  (j,  II.  Eu  égard  à  l'homogénéité,  on  peut,  conclure  que 
l'équation  a  la  forme  suivante 

"^    '  )        ■+-BAaT2-t-CA'iT-T-  ^^  (i'2.§-o)'Ai2v— "7  =  o. 

où  «,  ^,  c  sont  numériques,  tandis  que  A,  B,  G  sont  des  binômes 
de  la  forme  egi  +/A,  e  et /étant  numériques. 

En  revenant  au  cas  g-i^  o,  nous  voyons  que  B  et  C  se  réduisent 
au  seul  terme  en  gl,  puisqu'on  a,  dans  ce  cas,  la  racine  triple 
T  =  o.  En  outre,  supposant  g.2  infiniment  petit,  on  a  vu  que  les 
trois  racines  infiniment  petites,  T,,  T.^,  Te,  sont  infiniment  pe- 
tites du  second  ordre  en  g'n;  c'est  ce  que  montre  l'égalité  (laS). 
Il  en  résulte  que  G  est  nul.  L'équation  en  T  prend  donc  la  forme 

I   T"-i-aA2T6— 6aiT=-t-cA«T' 

et,  d'après  les  résultats  trouvés  jiour  le  cas  gn  =  o,  on  a  immédia- 
tement 

(128)      T'^aT^-r-6T-'^cTT-/=  (t-  ""-^-7^    (t  ^  Z^). 


en  sorte  que  les  coefficients  e,  h  restent  seuls  inconnus. 

Une  vérification  s'offre  de  plus.   Gette  équation  (i.i6)  donne, 
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en  elTcl,  i>i)ur  les  racines  infiniment  petites  avec  g., 

/T3=-^-(l2^s)«iV^- 

/ 

On  a/'  jiar  ridcnlitr  (  l  liS  )  Cl  l"(in  priil  l'ii  Cdiiclnrr'r.  dniilla 
partie  principale  coïncide  clTectivemenl  avec  celle  i|ui'  duniie  la 
Cormiile  (i^S). 

Laissons  de  côU',  pour  le  iiioiiiciil.  Ir  chIcmI  des  coefficients  <',  A. 
Nous  avons  ou  vue  un  anire  hiil,  linnver  la  relation  entre  T  cl  ^  . 
Mais,  d'abord,  changeons  la  forme  de  réqnation  {i:>~)  <'n  posant 

ce  qui  donne 

11V.9)    S--r-aS6-^èS5-^cS»-/S'+ JSMfS-/i;-^  ii.  Js /~7=  o. 

équation  enlière  entre  S  el  J. 
Semhlalilemcnl.  en  posant 

après  avoir  éeril  récuialioii  en  ^    alii>i 

un  la  met  sous  la  foriin' 

(i3o)      Z'-f- j(aZ*-^?Zi-^YZ'-^oZH-Ej-r-  ^(â'Z -(-£')=  o. 

Un  pont  exprimer  S  en  fonelion  ralionncllc  de  '/..  de  ^-^  et  i',: 
mais  S  et  Z  sont  des  invariants  absolus,  c'est-à-dire  ne  dépendant 
poinl  de  la  constante  d'iioniogénéité  ).  que  Ton  introduit,  à  vo- 
lonté, en  multipliant  /,'o  el  g;t  par).-  et).'';  S  s'exprime  donc  par 
/i  cl .)  siulrineni.  Celle  expression  est  ralidiinelle;  car  ,i'',i.  dans 
l'expression  de  S  m  /..  i'j  et  ^3  ne  peut  figurer  qu'avec  des  expo- 
sants j)airs,  comme  on  l'a  vu  (17)  dans  une  analyse  semblable. 
Mais  J  est  une  fonction  de  Z,  ipie  driinil  rc^cjualion  (i.'io),  du  se- 
cond degré  <ii  .1.  Dune  S  s'exprime,  en  fiiiietioii  de  Z,  par  une 
l'qnatiiin  du  second  (legr(''  en  S. 

On    peut   intervertir,   dans  ce  raixiniiemenl ,  Sel  Z  et  eonelure 
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que  S  et  Z  sont  liés  par  une  équation  du  second  degré  par  rap- 
port à  chacune  de  ces  deux  quantités,  une  équation  biquadra- 
lifjiie. 

Nous  distinguerons  les  racines  S  de  l'équation  (12g)  et  les  ra- 
cines Z  de  l'équation  (i3o)  par  les  mêmes  indices  que  T  et  \  ,  et 
ces  indices  se  correspondent,  en  sorte  que,  simultanément,  S  et  Z 
prennent  les  valeurs  S^,  et  "L^.  Qand  g^  est  nul,  on  a 

S2  =  Si  =  So  =  K21  — /— 7).         83  =  — /— 7,         81  =  85  —  86  =  0. 

En  même  temps,  comme  on  la  vu,  Y2,  Y,,  Yo,  ainsi  que  Y,, 
Y5,  Yo,  restent  finis,  tandis  que  Y;,  est  infiniment  petit  avec  ^2. 
et  son  rapport    à  g^  est  donné  par  l'égalité  (laij-  Ainsi  les  va- 

Y  . 

leurs  de  Z  sont  oc  et  —  ;  cette  dernière  correspond  à  S3.  Considé- 

rant  les  premières,  on  voit  que  Z  devient  inlini  pour  S  :=  o  et  pour 
S=Sn.  Le  coefficient  de  Z-  dans  l'i^quatiou  chcrcliée  est  donc 
S(S-S„). 

L'iijpothèse  J=o  (c'est-à-dire  ijo  =  o)  est,  d'après  l'équa- 
tion (12g),  la  seule  qui  donne  S  =r  o.  On  vient  de  voir  que  les  va- 
leurs de  Z  correspondantes  sont  infinies.  Les  ternies  indépendants 
de  S  se  réduisent  donc  à  un  seul,  le  terme  constant. 

Envisageons  maintenant  le  cas  A  =  o,  c'est-à-dire  J  =  go.  Toutes 
les  valeurs  de  S  sont  infinies  et  celles  de  Z  sont  nulles.  C'est  le 
seul  cas  où  S  puisse  être  infini;  le  coefficient  de  S-  se  compose 
donc  d'un  seul  terme,  qui  contient  Z-,  puisqu'on  a  déjà  reconnu 
l'existence  du  terme  S  (S  —  So)Z-.  Mais  Z  peut  être  nul  sans  que  J 
soit  infini,  comme  le  montre  l'équation  (i3o),  donnant,  à  cet  effet, 
la  condition  e'+  Js  =  o.  L'équation  cherchée,  grâce  à  ces  obser- 
vations, est  réduite  à  la  forme  suivante  : 

(i3i)  S  (S  — '^''~^—   )  Z''-4-/»SZ-H/iS-f-/)  =  o, 


où  ///,  II,  p  sont  numériques. 

En  vue  de  calculer  ces  coefficients,  prenons  d'abord  le  cas  où  A 
est  évanouissant.  Rappelons-nous  les  formules 

a:  =  21  Y,         .r,j.  =  —  3  Y  +  Po  e    ■'     , 
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polir  en  conclure 

Yo  =  3^1  -^  XX^  -r-  XiX^-^-  X^Xt  -^  X^Xt 

=  Ypohi  -  3(p  -4-  pS-  p»^  p»--  p'-T-  p«)J, 

Lundis  c[uc  la  Ibnnulc    \>:\     doiiiie 


Il  en  résulte 


So^„  —  — :: —  -rr-,  — ;: = 

/        1  -*  / 


el,  si  l'on  prend  dans  l'éi|iiali<>n  (i3i    .   les  termes  de  I  ordre  le 
plus  élevé. 

9,c.3V-7 


Prenons,    en  second  lieu,    le  cas  où  ff^  est  infiniment   petit; 
considérons  T,,  donné  |iar  la  lorniule  (laS),  d"oii  nous  déduisons 

Seniblaljleinenl,  l'expression  {^i  18)  de  X,  donne 

2  3  (?^f^'^5_  3/— ) 

■'-         Si 

SiZÎ=  .-J^(2i--/^j(5-4-3v/^»'. 
i  .7 

l'renanl  dans  ré(puili()n  (i.'?(i"l  les  termes  (jui   ne  se  réduisent 
pas  à  zéro,  on  en  conclut 

/>=="~./~^S.Zî=.»'.3H5-T-3v  -7/- 
l'.nlin,  pour  déterminer  le  diruier  cuellicienl,  nous  avons,  pour 
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g,  infiniment  petit,  les  valeurs  simiillanées 

qui,  suljsliUiées  dans  l'équation  (_i3o),  donnent 
'w  =  ->'î(i-\/=^)('). 
\'oici  donc  la  relation  cliercliée 


S    S  — 


.-/— 


■a 

.r-s/- 


1\7, 


Zi!-r2(i-v/-7)SZ 


^  S -,- ^Î.SKS -4- 3/- 7)^=  o. 
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Si  on  l'ordonne  par  rapport  à  S,  elle  se  présente  sous  la  forme 

Z2S2  — AS  -^  22.3H5  +  3v/-^)"=o, 


(_')  On  peiil  aussi  trouver  m  par  le  calcul  tle  la  page  io3  <]ui  donne,  en  partie 
principale, 

Ji-V^  _     ,,—  2(1  — t/^) 

b,  — —  '\,Ti : > 


en  même  temps  que  X„  =  —  6(v7^j)'  donne 


75  — .,î    ^3    -a  ^  3 


Z„=2. 


Vw 


comme  le  veut  l'équation  (i3i  )  et  comme  l'on  vient  de  le  trouver  autrement. 
Par  là  aussi,  on  peut  trouver  une  première  relation  entre  les  deux  coeflicients 

■                -  '  —  V —  7 
inconnus  e,  h.  On  aura,  en  effet,  pour  S„  voisin  de  t 


Sl^ih^^-^^——^   {S,^v^)  +  }SUeS,^h 


)  =  o, 


c'est-à-dire 


21  — y/- 7   21  + y/— 7   2". 3',         ./-—-!>    .    „/^'  — t/— 7'' 


-^u-v~iy 


')■ 


-  h  =0, 


(.32)        e 


III.  '  10 
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avec  relie  expression  de  A 


■1  \       I      //  y 


Le  (lisciiiiiiiMiiI 


A^        2-. 


j-i  (  —  .) 


v-7yy.^ 


s'oflVc,   de  liii-mt'inc,   sous  forme  du  produit   de  deux  lacleurs. 
(loiil  le  premier  se  trouve  êlre  un  carrt*. 


A-t-».î.3(5-T-3v/-7)Z=  -(/i 


-^-4'--w^T- 


A  — •...-.3(5-i-3/-7)Z 


l^a  tliéorie  générale  des  (■ijualidii?  douMenienl  quadrali(|ues 
(t.  II,  p. 338)  enseigne  un  lien  entre  ce  discriminant  et  celui  de  la 
même  équation,  où  Z  est  envisagi'c  comme  l'inconnue.  Ces  deux 
discriminants  sont  translornialiles  l'un  dans  l'autre  par  une  sub- 
stiliitiiiii  liiu'aire.  l^c  second  discilminant  conlicnl  donc,  comme 
le  premier,  un  fadeur  carré,  et  l'on  trouve,  en  ellet. 


2'.32(i-v/— 7)'S2 


2». 3*5    S 


a».3'\/^7 


S(4S-4«)-3v/^)'. 


PnoiiLÉME.  —   Tromper  II  II  hiiiômc  cS-i-lt.  »/<•  /<'//<■  sailf  i/iic 
(S-4-a)»^S-'-^\  -C(eS-i-/0»S 
soi/  lin  rfiirr  /i/irfiii/ .  S  l'hiiil  lii  idinihli'. 


(')  La  rédaclioD  d'Itulplicn  s'arrilc  ici;  mais  les  pages  suivantes,  trouvées  dans 
SCS  papiers,  poinl)lrnt  Pii  pnrlio  celle  laiiiiir. 
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Solution.  —  Soil  Ce"-  4-  AS  +  ab)-  le  carré  cherché,  on  a 

(S  -(-  a)3  (  s  +  -^^  -  (  S2-^  ),  S  -f-  ab)"-  =  S(MS2  ^-  NS  +  P), 

a 
^  =  Za"-  -^  ib"-  ~  lab  ~1"- ^ 
P  =  «3^3rt62  — îXaô: 

N^-  4MP  --1''-  6(a  -^  6r-X2  -  8(a  -+-  6)3X  -  3(a  -h  b)'^ 
=  (X  — n-i)3(/,-;-3a-4-3i). 

1°   En  prenant  ).  =  a  +  6,  on  a 

a"  En  prenant  X=  — 3(a  +  6).  il  vient 

(S  +  a)3  ^S-^-^')--[S2-3(a+i)S  +  «^]2 

_  r(3a!-(-6)2„  -, 

=  ^ a^  — 2(3a4-6)(a-{-3i)S  -t- a(a-f- 36)3 

S 
=  -[{-ia  ^  b)?,  -  a{a  -^  Zb)]K 

H  faut,  bien  entendu,  pour  avoir  la  solulion  complèle,  changer, 
dans  ces  résultats,  b  en  —  b. 
Dans  la  première  solulion,  on  a 

h  —  ea  =  o\ 
dans  la  seconde, 

in  -\-  b      l'a  ,  /â 

<JC{li —ea)  =~^\/a{a--b). 
Application.  —  Dans  l'équation  en  S  on  doit  avoir 

S-'"~y~^)'(S  +  /^) Zi        s(eS  +  /02 

2      y  21436  ^_^  ' 
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égal  à  un  carré  parfait.  Ici 


=  v/~7, 


/>2 


l^r.(.._^-)_Z(..3v^)=(L:i^) 


(133)  6  =  ±i(7-3v/-7). 

Oïl  (loil  (l'iiillriirs  avoir,  (ra])r(-s  la  forimilc  (  i.laV 
l\  —  ca 

\a\  première  soluliuii  doit  donc  cire  rcjctéc;  la  seconde  donne 
(i34)  A  -  fi«  =:=  — 4(a-i-6)l/  g- 


^(5-v/^). 


Or 


>.I  —  l/— 7      2'*.35    / 

-■  7—V  — 7 

O  -7* 


(i35) 


\/c=^^i-(7-3v/-7). 


SuljsliliKin--   les   valeurs  ci-dessus   de  h  —  ca  et  de  »    -,  dans 

V  '^' 

l'égalité  (kVi  I;   il  viendra 

qi(a-i-6,)  (7-3v'~)  =2.7.  (S-/^^). 
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6  =  «J  _  »^  : 
2  2 


(7-^/~7). 


Celle  \iilriir  (  ciiicordi'  avcc(i33),  à  la  condillon  de  prendre  les 
signes  -H  dans  les  secuiuls  niciidircs  de  (i>53)  cl  (i3")). 
Soient  donc 

^  =  l(7--3v/--7),         ^'j  =  :îl:i^7-.3/^). 


CHAPITRE    II. 


i49 


On  aura 

3  a  -+-  6  =  —  2 

eS 


la  r3a 


a  -F  3  6  =  —  2^  /—  7 , 

•-b 


■S  — (a  +  SZi) 


7^  ''V21  — v'— 7 


S  +  2V-'; 


2«.33 


[(3 -\/-7)  s +  4(3  +  ^/^7)]- 


Voici  donc  réquation 
21  — \/— 7 


sMs 


(S+/-7) 


i_l  JS.  [(3  _ /IT^)  S  H- 4  (3  +  v/_  7)]  +  ^^  jV- 7  =  o. 


On  a 


s-^^^^^^^Y(s^/— ) 


S(eS-i-/0" 


».3«/- 

=  |^S^^3(7  +  v/~)S-^(9-5/^)]'- 
Par  conscquent, 

^  s(es ^  y^P  - 'i!!:^  (s  ^ ^l^=^y  (S -^ /-7) 

9'2    3«  1/ -7  1 


Si  l'on  pose  S  ^  —  U-  \J —  7,  il  vient 
!:^7j^_,..33(3_^— )^.--fu._'^i^/E:7 


2.7 


U' 


26.33 


U'[-7U^-3.7(i-\/-7)U^-^(9-5v/-7)] 
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on  enfin,  en  prenant  le  signe  —  par  exemple, 

U3  [u»  -  3  (i  -  v^  7  n  ^  -  ■'  -  i/^1 

H- i /— 7  (3-v/=^)  Uv(  U»-^J--r^) -^^J^^-EÏ  J  =  „. 

La  décomposition  relative  au  cas  J  =  o  devra  se  conserver  dans 
l'équation  en  U,  où  déjà  on  a  le  facteur  L-'  dans  la  partie  indé- 
pendante de  J.  EfTeclivemeni,  si  l'on  pose  U  =  -t-  i,  J  =  o,  l'équa- 
tion est  satisfaite.  On  a  donc  le  facteur  U  —  i. 


La  seconde  racine  triple  S 


_  21— /— 7 


donne,  d'autre  pari. 


Ui  = 


ai  —  V  — 


w- 


b  2 


Substituant  ces  valeurs  tlans  r('(pialiiin,    pour  .1   -:  o.  on  voit 
que  c'est  le  signe  —  qu'on  doit  ])i-ciiilrc. 
L'équation  en  U  peut  donc  s'écrire  ainsi  : 


u^(v^i-±^y(v 


i  )  -; i i  J  =  o. 


Telle  est  la  résolvante  de  Gallois  la  plus  sim|)le;  elleesl  olilenue 
m  posant 

:  -  <o)  ('i  -h)(.tt-U)(ti-  <«  n  ' 


u=r-^ 


A«v/:r^ 
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I. 


Sur  la  multiplication  complexe  dans  les  fonctions  elliptiques  et,  en  particulier, 
sur  la  multiplication  par  ^ — 23  ('). 


Préambule. 

Une  des  belles  découvertes  d'Abel,  toiil  juste  indiquée  dans  ses 
OEuvres,  la  multiplication  complexe  des  fondions  elliptiques, 
a  été,  avec  éclat,  tirée  de  l'oubli  par  M.  Kroneckeret  par  M.  Her- 
mitc.  Dès  le  premier  travail  pid)lié  sur  ce  sujet  par  M.  Kronecker 
(Monatsberichte,  1807),  on  voit  apparaître,  entre  celte  tbéorie 
et  celle  àes  formes  aritiiniétiques,  des  liens  si  étroits  que  l'admi- 
rable création  de  Gauss  semble  imaginée  tout  exprès.  Cette  liaison 
ne  se  montre  pas  moins  dans  le  Mémoire  composé  par  M.  Her- 
aiite  à  la  même  é\)0(\ue  {Comptes  rendus  de  iSSg).  La  midtipli- 
cation  complexe  n'v  est  pas  le  but  :  c'est  le  moyen  que  M.  Her- 
mite  emploie  pour  trouver,  dans  les  transformations  du  septième 
et  du  onzième  ordre,  la  réduite  de  Gallois.  C'est  dans  ce  Mémoire 
cependant,  si  ricbe  en  résultats  nouveaux,  qu'on  voit,  après  les 
exemples  élémentaires,  la  première  collection  de  fonctions  à  mul- 
tiplication complexe,  calculées  numériquement  avec  une  élégance 
extrême.  A  la  même  époque,  le  R.  P.  Joubert  [Comptes  rendus 
de  1860)  et  M.  Kronecker  [Monatsberichte  de  1862),  dont  les 
travaux,  sur  ce  sujet,  n'ont  cessé  de  se  poursuivre,  ont  donné 
aussi  beaucoup  d'autres  exemples.  Enfin,  dans  ces  deux  dernières 
années,  la  multiplication  complexe  a  été  l'objet  de  Mémoires  im- 

(')  Extrait  du  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  4°  série, 
t.  V;  1889. 
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|iipilaiils,  (lus  à  M.  Sliiarl  (  Quarlrrly  Journal,  t.  XX),  M.  Sylow 
(ce  Journal,  188-),  M.  Weber  {Acta  nial/ieinatico),  AI.  Pvck 
{Molli .Anitfilen)  el  enfin  M.  Grconliill  (  Prnc.  nf  Londnn.  Malli. 
Snr.,  18S8).  Je  n'ai  point  à  a n;ily.ser  ici  ces  Mémoires  pleins  d'inlérèl 
au  point  de  vue,  soit  ilr  la  lliéorie  générale,  soil  des  résultats  nu- 
mériques. Sous  ce  dernier  point  de  vue,  le  Mémoire  de  M.  Green- 
iiill,  tout  récent,  résume  el  dépasse  les  travaux  antérieurs. 

Pour  la  recherche  elTectivc  des  fonctions  à  niulli|)licalion  com- 
|)lexe,  sauf  en  (jnelcpies  cas,  comme  la  multiplicallnn  par  y  —  r 

un  par  y' — 15  (Hermite,  Equations  modulaires,  p.  .5.")),  on  a 
employé,  jusqu'à  jirésent,  des  movcns  détournés,  quoique  d'un 
grand  intérêt  :  tantôt  on  utilise  les  équations  modulaires  déjà 
connues,  tantôt  on  calcule,  à  l'aide  des  séries  de  Jacobi,  les  coef- 
ficients d'une  équation  résolvante.  Ce  dernier  moven,  extrême- 
ment curieux  cependant,  est  bien  étranger  à  l'Algèbre  et  surtout 
exige  des  opérations  bien  laborieuses.  Le  |)remier  moyen  conduit, 
en  général,  à  des  équations  ipiil  laut  décomposer  on  plusieurs 
autres  P ')  ou  bien  (pii  ne  donnent  pas  aisément,  sous  leur  lorme 
définitive,  toutes  les  inconnues. 

I  )  ailleurs,  (pioi  que  l'on  \  euillc  penser  de  ces  ciitiques,  il  était 
inté-ressant  de  chercher  des  movens  directs.  Je  me  propose,  dans 
le  Mémoire  actuel,  de  montrer,  sur  un  exemple,  l'enqiloi  d'un  tel 
moven,  si  direct  et  si  simple,  en  théorie  du  moins,  qu'il  suffira, 
pour  nie  suivre  jusqu'au  bout,  de  posséder  les  premiers  éléments 
des  (onctions  elliptiques.  Afin  de  faciliter  cette  lâche,  j'ai  placé 
au  début  un  exposi'  ra|)ide  des  principes  gc'néraux  de  la  mullipli- 
calion  complexe,  ressemMini  liraucoup  à  celui  ipi  a  ilc'jà  fait 
M.Sylow.  

L'exenqjlc  choisi  est  celui  de  la  niulliplicalion  par  ^' —  '.i.  Il 
existe    six    fonctions    ailuiellant    cette     mulllplicaliou.      Pour    le 


(')  Lu  rause  de  ootlc  «iocoiiiposilion  sera  oxptiqm-c  iri  parmi  les  /'n'iici/'cs 
généraux.  Il  y  a  plusiLMirs  exemptes,  difinrs  ilc  i-emari]iio.  m'i  retle  ciéeomposi- 
lion  csl  évitée  par  l'cmptoi  (l'éi|iialli>ns  iiiDiliilaires  inatiniinettes;  on  te  verra 
dans  le  Mémoire  de  .M.  Grecnliill.  .Mais  c'esl  l:'i  ini  arcidcnl  lieiireuv,  qui  se  pro- 
duit seulement  en  des  cas  dont  le  numlirc  esl  très  llinilé.  Pour  olilenir  une  équa- 
lion  sans  facteurs  étrangers,  M.  Kronccker  a  indiqué  une  niélliodc  générale, 
fondée  sur  l'emploi  sinuiltané  de  l'équation  modulaire  el  de  Vci/iialhii  au  mul- 
ti/>/icateur. 
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nombre  2.3,  comme  pour  tous  ceux  qui  sont  de  la  forme  S  n  —  i, 
ce  qu'on  a  obtenu  jusqu'à  présent  ne  suffit  point.  Dans  son  beau 
travail  de  1860,  leR.  P.  Joubert,  parmi  beaucoup  il'autres  résul- 
tats, a  donné  explicitement  deux  équations,  du  troisième  degré, 
dont  cbaque  racine  est  égale,  pour  l'une  des  six  fonctions,  au 
produit  du  module  par  son  complémentaire.  Il  resterait  à  trouver 
effectivement  les  modules,  qui  doivent  contenir  seulement  une 
seule  irrationnelle,  outre  y/ —  23.  Cette  circonstance  indique  suf- 
fisamment que  l'on  n'a  pas  choisi  l'inconnue  la  mieux  appropriée. 
La  même  observation  s'applique  à  l'équation,  d'ailleurs  très  élé- 
gante, donnée  pour  le  même  objet  par  M.  Greenhill.  On  pourrait 
d'abord  être  surpris  de  me  voir  exiger  le  module  lui-môme,  quand 
on  sait  fort  bien  que  le  produit  du  module  et  de  soii  complément 
définit  explicitement  les  invariants.  Il  est  vrai  que  le  résultat  ob- 
tenu par  le  II.  P.  Joubert  suffit  à  définir  ces  invariants;  mais  il  ne 
suffit  point  pour  faire  connaître,  sans  nouvelle  irrationnelle,  la 
formule  même  démultiplication. 

Au  point  de  vue  des  résultats,  c'est  donc  un  complément  que 
j'apporte  à  ce  qui  était  acquis.  Mais  c'est  surtout  par  la  méthode 
employée  que  ce  travail,  sans  prétention,  mérite  peut-être  un 
instant  d'attention. 

Principes  généraux. 

Rappelons  tout  d'abord  les  principes. 

Soit  E  une  constante  qu'on  désignera  sous  le  nom  de  nuillipli- 

cateur. 

Soit  II  un  argument  variable;  soit  encore  c  le  produit  de  u  par 

le  multiplicateur, 

V  =  tu. 

On  sait  que,  si  s  est  un  nombre  entier,  pv  est  une  fonction  ra- 
tionnelle de  pu.  Le  même  fait  peut-il  se  présenter  pour  d'autres 
valeurs  de  s? 

Soient  210  et  2w'  les  périodes.  Comme  pu  ne  change  point 
quand  on  ajoute  ces  périodes  à  l'argument  u  et  que  tout  autre 
changement  de  l'argument,  sauf  le  changement  du  signe,  altère  la 
fonction   p;   comme  aussi    pr   doit  avoir  une  seule  valeur  pour 
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cliaqiic  valeur  de  ]>ti,  il  faut  que  les  produits  de  £  par  uw  et 
■'.m'  soient  eux-inr-incs  des  périodes,  qu'on  ail  donc 

{i)  EU)  = />tu -*- </(o',        iiu' —  r II) -T- s ui' , 

/>,'/,  /■,  s  étant  des  nombres  entiers.  De  là  se  cotK  lui 

(  ■?.}  (puj  -t-  ^lo'jio'  =  (/•(!)  —  iio')co. 

Mrltons  de  côté  le  cas  où  l'on  supposerait 

q  —  o,        /•  =  o,        p  =  s  —  z, 

qui  est  celui  de  la  multiplication  ordinaire,  s  étant  alors  un  nombre 
entier.  Pour  tout  autre  cas,  la  relation  (a)  n'est  pas  identi(|ue. 
Elle  exprime  une  condition  entre  les  périodes  :  pour  qu'il  existe 
une  niuUiplication.  atilrc  i/ue  ht  mnltiplicdlioii  ordinaire,  il 
faut  et  il  stijjil  que  le  rapport  des  périodes  soit  racine  d'une 
é<luiilion  du  second  degré  à  coej/icients  entiers.  C'est  une  con- 
dition nécessaire,  on  vient  de  le  voir;  suffisante  aussi  :  pour  s'en 
convaincre,  il  suflit  d'observer  que,  s  étant  clioisi  conformément 
aux  égalités  (i),  concordantes  d'après  la  relation  (',1  supposée. 
pi'  n'a  eireclivomcnt  qu'une  seule  valeur  fpiand  pu  est  donné. 

Il  s'.igit  (le  trouver  l'expression  de  p»',  eu  fonction  de  pu. 
(>lierclions  lionc  les  pôles  de  celte  lonclion,  (•onsidér"''e  comme 
dépendant  de  u. 

Des  égalités  (i)  et  (2),  ou  |huI  lirer 


\ 


■  qtu  (0        /nio  —  rut 


(3)  j  £  N        '  E  \ 

'  N  —  ps  -  ■  qr. 

lui  conséquence,  les  valeurs  de  u  :^  ~  >  qui  rendent  e  éjjal  à  une 

|)ériode,  sont  des  i\"""'  parties  de  |iéiiode.  M:ns  il  ("niil   préciser 
da\antage. 

Ou  doit  adinetlir  qut'  lis  (ju.Llrc  iioudires  p.  q,  /■,  \  n  aïeul  au- 
cun diviseur  comiiiiiii.  l'.ilicliv  iinciil  ,  de  ce  cas  particulier,  on 
s'élève  au  cas  f!;(''ni''ral  en  mullipli.ini  ï  par  un  nombre  entier, 
c'esl-à-dire  en  faisant  suivre  la  multiplication  par  £  d'inic  uiulti- 
plicaliiiii  ordin.ilii'.  C^ette  dernière  l'erail  disparaître  la  snnplicilé 
qu'on  \  il  I  (■iiiiiiiiiiire  dans  la  iialiire  dis  |iôles  de  pc;  la  simplicité 
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lient  essentiellement  à   cette  hypothèse,  permise  et  nécessaire  : 
p,  q,  r,  s  tioni  aurun  diviseur  commun. 

Soient  v  le  plus  grand  commun  diviseur  de  s  el  àe  fj  ;  \x  celui  de 
p  et  de  7'.  Ces  diviseurs  appartiennent  aussi  à  N.  On  aura 

piSi — qiri  =  n,         N  = /i  jj.v. 

Sont  premiers  entre  eux  les  nombres  (/,  et  s,,  de  même  /j,  et 
/■i,  et  aussi  [Jt  et  v,  suivant  lliypothèse  qu'on  vient  de  faire  sur 
l'ensemble  des  quatre  nombres/),  q,  r,  s. 

Comme  q,  et  5,  sont  premiers  entre  eux,  on  peut  trouver  deux 
entiers  a  et  p  par  la  condition 

(4)  i,  p  — yia  =  i- 

Posant  alors 

on  en  conclura 


Ji  — yi'"!! 


awi  —  Si  lu. 


pibi' —  riiu  =  (pix  —  ri^)ij>i  —  (  piS,  —  'J[>'i)io\, 
égalité  que  nous  écrirons  sous  la  forme 

pi  oj'  —  /'i  (u  =  hiui  —  n U)'| , 
en  posant 

(5)  h  =  pix  —  r,  [3. 

Remarquons  immédiatement  que  h  et  n  sont  premiers  entre 
eux.  On  a,  en  effet, 

hSi  =  piSiOt  —  'i-îi  p   =  p,six  —  /•ji'i  -f-  yict)  —  noi  —  ri, 

Tout  diviseur  commun  à  h  et  n  diviserait  donc  /■,  et/J,,  qui 
sont  premiers  entre  eux. 

Puisque  h  et  n  sont  effectivement  premiers  entre  eux,  on  peut 
choisir  un  entier  )>,  de  telle  sorte  que  h -^\ti  soit  premier  avec 
un  nombre  donné  quelconque ,  par  exemple  v.  Mais ,  par  l'éga- 
lité (4),  a  et  p  sont  déterminés  seulement  à  un  multiple  près  res- 
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peclivemenl  de  s,  et  de  q,.  L'égalité  (5)  délerminc  donc  h  ît  un 

mulliplc  près  de 

n  —fiSt—  i;qi; 

on  peut  alors  choisir  ce  multi|>lf  de  telle  sorte  que  A  soit  |)reinier 
avec  V.  AdmeLlons  (|u"il  en  soit  ainsi. 

Les  deux,  nombres  //  et  |jl  étant  premiers  avec  v,  on  peut  déter- 
miner des  entiers  Y  <'t  '>  p^"'  l^i  condition 

VO  --  /llJ.'(  =  I. 

Cela  fait,  on  a 

/(  M 1  —  «  w'i  -^  «  V  0(0 'i  =  /(  (  loj  -t-  n  [jif  wi  ) 
et,  SI  1(111  pose 

les  expressions  (3)  de  -  et  de    -  prennent  les  formes  ci-après  : 


E  IIU. 


Par  conséquent,  en  néf;lii;eanl  les  multiples  de  la  période   '<•>,. 


ato   2UJ    _  aveu 

'  aoj' a/iô)  _  9. [ji/tû 


I  aoj  a/iô)  _  ajji/i 

.'\insi  -^  et  — ,  a  des  périodes  près,  sont  des  niulti|iles  d  une 

seule  cl  niciiic  (juaiililé' -^  •    Avec  des  entiers  quelconques  a  et  [i  , 

en  posant 

va'-+-  ;ji/ip'  =  m, 
(in  aura ,  de  même, 

a  7.'  10  -*-  a  3'  (u'        X III  û> 

*■>  ï =  -is-' 

c'cst-à-dirc  un  iiiulllpic  di'     '  •  (domine,  d'ailleurs,  v  et  <j./i  sont 


FIIAGMENTS    DIVERS.  l^'J 

premiers  entre  eux,  m  peut  être  un  entier  quelconque.  En  consé- 
quence, les  valeurs  de  a  qui  rendent  c  égal  à  une  période  sont 
représentées  par  tous  les  multiples  d'une  seule  et  même  quan- 
tité-^, qui  est  la  W"""  partie  d' une  période. 

11  est  très  important  de  se  rappeler  l'hypothèse  /?,  q,  r,  s  sans 
diviseur  commun.  Dans  le  cas  opposé,  en  effet,  la  proposition 
serait  en   défaut.  Au  cas  de  la  multiplication  ordinaire,  par  un 

entier  M,  les  valeurs  de  u,  qui  rendent  ^  égala  une  période, sont 

constituées  par  l'ensemble  de  toutes  les  M"'™"^  parties  de  période, 
et  ces  dernières  ne  sont  pas  les  multiples  d'une  seule  et  même 
quantité.  Si  donc  on  multiplie  £  par  un  entier  M,  la  proposition 
précédente  disparaît  à  l'égard  du  produit  Ms.  Elle  constitue  ainsi 
une  propriété  caractéristique  de  la  multiplication  singulière,  ré- 
duite à  ses  éléments  essentiels. 

Connaissant  les  pôles  depr,  fonction  de  u,  il  est  aisé  de  trouver 
l'expression  de  pç,  décomposée  en  éléments  simples.  Soit  effecti- 
vement 


IN        ■       ' 
d'après  l'égalité  (^  ),  il  vient 

IJ'autre  part,  pv  développé  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  r  fournit,  à  la  partie  fractionnaire,  le  seul  terme  —  •  Suivant 
les  puissances  ascendantes  de  a',  on  a  donc  le  seul  terme  — r  • 

E-  U  - 

De  là  vient,  dans  la  formule  de  décomposition,  le  seul  terme 

I       /  a  m 


Si  l'on  observe  ensuite  que  pv  est  une  fonction  paire  de  u,  on 
trouve  immédiatement  le  terme  constant,  qui  restait  à  déterminer 
dans  la  formule  de  décompositiou,  et  l'on  a  enfin 


(8) 
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Le  rapport  des  périodes  est  supposé  racine  d'une  équalimi  du 
second  degré,  à  coefficients  entiers;  soit 

(■())  <7u>''-4- aftioto'-- cto'— o 

celle  écjualion,  où  d,  ù,  c  sonl  des  noniljres  enliers,  n'avani  aucun 
diviseur  commun.  Le  premier  membre  constitue  ce  qu'on  nomme, 
dans  la  théorie  de  Gauss,  une  forme  />iimili\'e;  la  qualification 
de  prjmilH'e  exprime  que  a,  b,  c  n'ont  point  de  diviseur  commun. 

Dans  Vordre  /)/•///(('///' (c'est-à-dire  dans  Tensemble  des  formes 
|]iliiiiiives),  on  distingue  Vordre  proprement  primitif  cl  Vordre 
improprement  primitif.  Le  premier  est  celui  où  a  et  c  ne  sont 
pas,  tous  deux,  pairs;  le  second  est,  au  conlraire,  celui  où  rt  ot  c 
sont  pairs.  Cette  distinction,  née  de  rArithmétique,  est  encore 
fondamentale  ici,  comme  on  va  le  voir  immédiatement. 

Le  rapport  des  périodes  est  essentiellement  imaginaire.  Ainsi 
l'équation  (9)  a  ses  racines  imaginaires;  en  d'autres  termes,  le 
iiomlirc  I).  qui  est  son  (lélerniin;uil  cliangé  de  signe, 

(10)  '  D  =  oc  —  6-  >  o, 

est  essentiellement  |i(isilil'.  I.a  ioriiie  1//, /<.(■>,  c'est  ainsi  (ju"on 
représente  abréviativement  le  premier  membre  (i)),  est  donc  une 
forme  définie,  nom  que  Ion  donne  aux  i'ormes  dont  le  signe  est 
invariable  quand  la  variable  est  réelle.  On  pourra  admettre  que  a 
et  c  dont  le  signe  est  le  même  pour  tous  deux,  sont  positifs.  La 
forme  (<■?,  />,  C  )  est,  en  résumé,  wnc  ftrnie  primitive  cl  positn'e. 
Lnlin,  pour  fixer  les  idées,  nous  déliniions  le  rapport  (o  :  10 
comme  étant  égal  à  la  racine  dans  laquelle  la  |)arlie  imaginaire 
est  positive,  c'est-à-dire  (jue  le  cocflicient  de  /  est  supposé  po- 
sitif. Par  conséquent, 

(III  = i —  =  '  y/U, 


et  ^  I)  1^1  ^ii\-< /losilici'iiieiil. 

ij'é(|ualion  (())  peut  être  mise,  de  diverses  manières,  sous  la 
forme  (2).  Il  v  a  donc  diverses  mulliplicalions  singulières  j>our  la 
même  fonction  ellipliipie  :  parmi  ces  mulliplications.  il  laut  en 
choisir  une,  la  plus  simple,  sufiisanle  pour  caractériser  la  singu- 
larité. 
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Par  com|jaraison  avec  l'égalité  (a),  on  posera 

q  —  ka,         —  r  =  kc,        p  =  kb  -+-  k', 


Les  trois  nombres  «,  Z>,  c  n'ont  jjoint  de  diviseur  commun  ;  il 
en  va  donc  de  même  des  trois  nombres  r/,  2  6,  c  dans  le  cas  de 
l'ordre  primitif.  Alors  A'  est  nécessairement  un  nombre  entier,  et 
//  aussi  par  conséquent.  Au  contraire,  pour  l'ordre  improprement 
priniilif.  n,  ih  et  c  ont  le  diviseur  2.  On  peut  donc  prendre, 
pour  /.,  la  moitié  d'un  noml)re  entier  ;  comme,  d'ailleurs,  h  est 
impair  (sans  quoi  rt,  6,  c  auraient  le  facteur  a  ),  ik'  sera  aussi  un 
nombre  entier,  de  même  parité  que  a  A'. 

Nous  avons  maintenant,  suivant  (12)  et  (10), 

fi3)  N=/)5  — -//—/.'^^/c'-D. 

Le  minimum  de  N,  pour  l'ordre  proprement  priniilif,  est  donc 
N  =  D,  répondant  à  /i'r=  o,  /,■  ==  ±  i .  Pour  l'ordre  improprement 
primitif,  c'est  N  =  |(D  +  i),  répondant  à  ±  A'  =  dr  k  =  j. 

L'expression  (i)  du  multiplicateur  £,  suivant  (1  i),  devient 

(\\)  z=  i- '- —  = ;-  k'  =  k'  -t-  i  k  v/0. 

Ce  iiiiihiplicaleur  est  toujours  imaginaire,  et  c'est  là  l'origine 
de  la  locution  :  multiplication  complexe. 

Adoptons  naturellement,  comme  la  plus  simple,  la  multiplica- 
tion où  N  est  minimum  ;  fixons,  d'ailleurs  arbitrairement,  les 
signes  de  k  et  de  /.',  et  concluons  ainsi  : 

Dans  l'ordfe  proprement  primitif  (c'esl-à-dire  l'un  des  deux 
nombres  a  et  c  étant  impair),  le  multiplicateur  le  plus  simple  s 
et  le  degré  N  sont 

(i5)  e=iVD,         N=D; 

dans  l'ordre  improprement  primitif  (c^esl-à.-d\re  si  a  et  c  sont 
pairs,  tous  deux),  le  multiplicateur  le  plus  simple  s  et  le  degré 
N  sont 

(iG)  s  =  |(i-i-jv^).         N  =  |(D-t-i). 


i6o  TiioisitMi;  l'Allia;. 

l'uiir  un  niL'ine  déleriiiinanlD,  iiiulliple  de  4  moins  i .  le  dei;ré  le 
plus  |K'llt  correspond  à  j'urdie  iiiipro|irein('iil  |iriiiiilir.  (|ui  ciMii'. 
par  conséijucnl,  des  calculs  directs  beaucoup  jilus  simples.  Comme 
on  le  verra  par  rexemple  que  nous  allons  calculer,  on  peul  en- 
suite, par  des  opérations  indirectes,  passer  à  l'ordre  proprement 
|ij'iiiiiiil. 

Diverses  méthodes  de  recherche. 

Juscpiii  présent,  les  fonctions  elliptiques  à  multiplication  com- 
plexe, ou  fondions  singulières,  ont  été  caractérisées  par  la  con- 
dition (9),  relative  aux.  périodes.  Le  problème  vérilahle  est  de 
trouver  leurs  modules,  suivaiil  l'ancien  langage,  ou  leurs  inva- 
riants, suivant  le  hingage  actuel.  Pour  résoudre  ce  proLlèmc,  la 
voie  naturelle  est  de  faire  disparaître  les  variables  u.  c  de  l'éga- 
lité (8),  de  façon  à  obtenir  une  relation  entre  des  constantes, 
exprimables  en  ionclion  des  invariants.  On  peut  obtenir  une 
infinilé  de  telles  reialioiis. 

Développons  les  deux  membres  (Si  suivant  les  puissances  as- 
cendantes de  u,  égalons  terme  à  lermc  les  coelTicienls  et  nous  au- 
rons les  relations  dont  il  s'agit.  Pour  ce  but,  on  mvoipieia  K 
développemeiil 

pu  =  ■—,  -1 U--r-      :  u'-r.... 

•^  U-       20  28 


Se  someiianl  (pi<'  I  on  a  i'  ^  tu,  on  eonelul 

1  VTi    „  >.  1)1 1' 

J78^^°-'^-"»=ï^l''     -N- 


(ï*— l)i',= 

(•7)  \    I 


Il  Millil .  Il  le  M  eiilciiilii,  lie  |)i  1  iidje  la  pi'eniière  di'  ces  eipialioii>. 
En  e\pniii;iiil  c|iic  Ir^  ;ir^iiiiieiils  des  diverse>  foiiclions  p'.  ibins 
le  second  membre,  sont  les  inuiliples  d'un  même  argiirneiil.  tuie 
ce  dernier  est  la  I\'"""'  p;irti4'  (ruiic  période,  on  obtiendra,  entre  les 
invariants,  une  ii|ii.iiiiiii  .il;;(  lu  i(|iii-  |iio|ire  à  résoudre  le  pro- 
blème. 

(  )ii   peut    |Hdei'il(r  .ml  renient   :   picinlre  les   deilN  éipiations,  ex- 
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primer  les  fonctions  p"  et  p'^  au  moyen  de  la  seule  fonction  p, 
suivant  les  formules 

p"    =6p2  — i^2, 

employer  la  multiplication  ordinaire  pour  réduire  ces  fonctions  p 
au  seul  argument  -^  et,  sans  avoir  a  exprimer  que  cet  argument 
est  une  N"""^  partie  de  période,   éliminer  cette   unique  quantité 

■2(ô  ,  , 

p -j^  entre  les  deux  équations. 

11  y  a  d'autres  moyens  encore.  Dans  le  cas,  notamment,  où  N 
est  un  nombre  pair,  en  mettant,  au  lieu  de  u,  d'ans  l'égalité  (8), 
une  des  trois  demi-périodes,  on  obtient  une  relation  fort  utile, 
comme  je  ferai  dans  l'exemple  que  je  me  propose  de  traiter  ici. 

Voici  le  fait  qui  attire  d'aijord  l'attention.  Dans  l'égalité  (8)  et 
celles  qui  s'en  déduisent,  les  seules  données  qui  apparaissent  sont 
£  et  N,  c'est-à-dire,  conf(irmément  aux  expressions  (i5)  ou  (16), 
le  déterminant  D  et  la  distinction  entre  les  deux  ordres,  propre- 
ment ou  improprement  primitifs.  Aucun  autre  élément  de  l'équa- 
tion (9),  c'est-à-dire  de  la  forme  (a,  b,  c)  ne  laisse  de  trace  dans 
le  calcul.  Par  conséquent,  la  totalité  des  formes,  de  déterminant  D, 
donne  en  tout  deux  équations,  bien  distinctes  entre  elles,  l'une 
pour  l'ordre  proprement  primitif,  l'autre  pour  l'ordre  impropre- 
ment primitif  (quand  D  est  multiple  de  4  moins  1). 

Pour  un  déterminant  donné,  il  y  a  une  infinité  de  formes 
(rt,  b,  c).  11  n'v  a  cependant  qu'un  nombre  limité  de  fonctions 
singulières,  répondant  à  ces  formes,  puisque  ces  fonctions  sont 
définies  par  une  équation  algébrique.  Une  infinité  de  formes  ré- 
pondent donc  à  une  même  fonction.  Ceci  tient  simplement  à  ce 
que  les  périodes  aco,  aw'ne  sont  pas  entièrement  déterminées.  On 
peut,  en  effet,  au  moyen  d'une  substitution  linéaire,  de  détermi- 
nant unité,  changer  ces  périodes  en  d'autres,  qui  leur  soient  équi- 
valentes. 

Soient  2  0)'  et  210  deux  autres  périodes  : 

(18)  G>'^=  aïo'-r-  po),         G>  =  'i(>i'-+-  ou. 

Pour   que    le    couple    (2a)',    2â>)    puisse    remplacer    le    couple 
III.  1 1 
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(ao)',  aïo),  il  faul  que  toute  période  s'exprime  par  une  fonction 
linéaire  de  2(1'  et  aw,  à  coefficients  entiers:  ceci  cxij;e 

1?  -    [î','  —      I. 

De  plus,  pour  préciser  le  r;ipport  to';(.j,  nous  avons  été  conduits 
à  fixer  le  signe  de  la  partie  imaginaire  dans  ce  rapport.  Pour  que 
ce  signe  se  conserve  dans  ci'  :  w,  il  faul  que  Ion  ail  ao —  Py=  -^  '  i 
coin in  le  reconnaît  par  un  calcul  classique. 

La  sul)-.tilnlion  (iS)  fait  apparaître  C)''.tb  comme  racine  d'une 
nouvelle  équation,  auaiogne  :'i  1  ('(pialion  (()).  Le  premier  membre 
de  cette  nouvelle  éipi;ilion  ii'csi  ;nilrc  que  le  premier  membre  de 
la  précédente  [y),  Irnnsfonné  par  une  substitulinn  lint'airc,  à  coef- 
ficients entiers,  de  déterminant  égal  à  --  i . 

Dans  la  théorie  de  Gauss,  toutes  les  formes  («,  6,  c),  déduites 
d'une  seule  et  même  forme  par  de  telles  substitutions,  forment 
une  classe  et  elles  sont  dites  <'ffi/i\a/ciites.  Cette  équivalence 
trouve  ici  son  aj)plicalion  naturelb^  :  toutes  ces  formes  corres- 
ixiiulcnt  à  une  seule  et  même  tonclion  elliptique.  Le  nombre  to- 
tal des  fonctions  singulières  (pii  corres|iondenl  à  un  même  déter- 
minant D  est  donc  aussi  celui  des  classes  de  formes  primitives 
(proprement  ou  improprement),  à  déterminant  —  D.  Si  la  théorie 
des  nombres  ne  nous  le  faisait  déjà  connaître,  nous  appren- 
drions donc  par  les  fondions  elliptiques  que  ces  classes  sont  en 
nombre  limité. 

Eu  rcstaiii  ilaiiN  les  généralités,  jai  encore  uti  mol  à  dire  sur  la 
méthode  de  calcul  <pie  j'ai  indiquée  toni  à  l'heure,  pour  l.i  com- 
parer avec  la  mi'thode  classi(pie.  la  méthode  il  invention  première, 
celle  d'^Ybel,  pour  hupielle  on  cnqiloie  les  équations  imxl  nia  ires. 

Envisageons  des  fonctions  ellipliques  quelconques,  ayant  aw  et 
aw'  pour  périodes;  puis  d'autres  fonctions  ellipliques.  avant  les 
périodes  alî,  :>.i\\  liées  aux  précédentes  par  les  relations 

(\\))  El!  /KO  '/'•>'.  £i!'r-7-lo       -SI»'. 

analogues  aux  relations  (  i  i;  /),  f/,  /',  .v  sont  encore  des  nombres 
<'nliers  s;ims  di\iseur  commun,  mais  :  est  une  quaulllé  liiut  à  lail 
Mrliilr.ilic.  l.cs  (■•ji'iiinils  de  la  llu'orlc  de  l.i  I ransfurmal i<in .  par 
les  raisonnements  mémo  que  nous  avons  iiiipIcMc-,  monlrenl  cpic 
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p{^u)  est  fonction  rationnelle  de  Pu  (nous  désignons  ici  par  P  la 
seconde  fonction  elliptique,  aux  périodes  2Q,  2Q').  Cette  fonc- 
tion rationnelle  s'exprime,  en  éléments  simples,  sous  la  forme 

,     ,       ,       „  V      fn  /  'i.mQ\        „  2/»£2"| 


m=l 


i'-' 

r    . 

• —  1  ô' 

2S 

analogue  à  l'égalité  (8). 

Par  le  même  moyen  qui  nous  a  fourni  les  relations  (17),  en 
employant  des  majuscules  pour  les  invariants  de  P,  on  obtient 

En  considérant  les  seconds  membres  comme  des  fonctions  con- 
nues de  Go  et  G3,  éliminant  s,  on  obtient  une  relation  entre  les 
invariants  absolus  gl  ;  gl  et  G:!  :  G^  (qui  remplacent  les  modules 
dans  les  notations  modernes).  Cette  relation  (mise  sous  forme 
entière  relativement  à  G2  et  G3,  dont  les  seconds  nombres  sont 
des  fonctions  algébriques  irrationnelles)  constitue  Yécjuatioii 
modulaire  relative  aux  transformations  d'ordre  N. 

Dans  cette  équation  modulaire,  supposons  Go  =^21  ^.8  =  ^3. 
Nous  retrouvons  alors,  au  lieu  des  relations  (19),  les  relations  ini- 
tiales (1),  et  l'équation  ainsi  obtenue,  qui  contient  alors  un  seul 
module,  ou  plutôt  un  seul  invariant  absolu,  caractérise  des  fonc- 
tions elbptiques  singulières.  Mais  s  a  disparu;  la  seule  donnée 
qui  subsiste  est  N.  La  disparition  de  £  nous  avertit  que  les  multi- 
plications ne  sont  pas  nécessairement  réduites  à  leurs  formes  les 
plus  simples  (i5)  ou  (16).  Entre  le  déterminant  D  inconnu  et  le 
nombre  donné  N  existe  seulement  la  relation  (i3).  On  trouvera 
donc  ainsi,  à  la  fois,  toutes  les  multiplications  complexes  qui  ré- 
pondent aux  déterminants  D,  de  la  forme 

^Aet  a/.'  étant  des  entiers  quelconques,  qui  rendent  D  entier  et 
positil.  L'équation  obtenue  de  la  sorte  est  donc  décomposable  eu 
plusieurs  éf[uations  distinctes. 


lu'l  TUOISifeME    l'Ail  IIK. 

Au  |)(iii)l(le  vue  théorique,  celle  niélliode  présenle  divers  avan- 
tages. Toul  d'abord,  elle  a  élé  la  source  de  belles  dccouvcrles  arilh- 
méliques,  comme  on  peut  le  voir  dans  les  travaux  de  M.  Rronec- 
kcr.  De  plus,  les  équations  modulaires  avant  élé  très  étudiées,  on 
trouve  par  là  plusieurs  propriétés  générales  de  la  multiplication 
complexe.  l\lais,  cpiand  il  s"aj;il  de  calculer  en'eclivemcnl  des  inva- 
riants singuliers,  correspondant  à  un  déterminant  donné,  cette 
mélliodo  ne  peut  être  approuvée.  Une  bonne  inélliode  doit  four- 
nir directement,  sans  facteurs  étrangers,  l'équalion  désirée.  Elle 
ne  doit  point  exiger  le  calcul  préalable  des  équations  modulaires. 
Celle  que  j'ai  indi(|uée  plus  haut  satisfait  à  ces  conditions  :  par  la 
conservation  du  multiplicateur  s  dans  le  calcul,  elle  doit  donner, 
pour  chaque  cas,  une  équalion  répondant  uiii(|uement  à  laques- 
lion  (').  On  ne  i^cul  pas  disslnuiler  cependani  (|iii'  le  calcul  effec- 
tif offre  des  difficultés  :  pour  ipi'il  ne  soit  pas  trop  laborieux,  ou 
doit  assui-i'inciit  user  d'artilice,  eiiiplover,  par  exemple,  des  rela- 

lions  suial I, Mlles,  comme  je  vais  le  faire  dans  le  cas  particulier 

diiiit  ialiordu  iiKiiiilciiaiil  le  lalfui. 


Multiplication  par  1(i-t- v'— 23  I.        Recherche 
de  la  résolvante. 

Je  me  propose  de  trouver  les  fonctions  elliptiques  singulières 
répondant  à  Tordre  improprement  primitif,  pour  le  ilélerminanl 
23.  Je  prends,  à  cet  elfet,  lune  des  formes  correspondantes,  la 
loriiie   (•->.,  1,  la),  supposant  ainsi,  entre  les  périodes,  la  relation 

ICO'J.,-  uiui'-:-  6(u'r=  O, 
■Xtù'-hOl  .    ,— ■ 
=  ti/a3. 

|)aiis  la  IniirtKiM  cllipliquc  Correspondante,  les  iinaiiaiils  sont 


(■)  D'après  un  des  plus  beaux  tlu^orcmcs  de  M.  Kroncckcr,  cette  équation  doit 
se  (léromposiT  en  uiiliinl  <l'i''i|uations  parlii'llcs  i|u'il  y  a  do  ^cnrex  dilTrrciils. 
cnin'  lcs<|ui'ls  se  rt'paili.-scnl  tes  classes  de  (nriiirs  avant  le  déleriiiinani  donné  cl 
apparti'n.inl  ;i  l'nr^tre  ctiusidèré.  Le  délrrniiiiant  (|ue  j'ai  en  vue  est  un  nonil>rt* 
premier;  il  n'y  a  dune  qu'un  genre  dans  iliaque  ordre  ;  partant,  point  de  décom- 
position. 
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réels  et  le  discriminant  négatif.  La  demi-période  réelle  est  w,  la 
demi-période  piirctucnt  imaginaire  est  aw'-t-  to.  Ainsi,  suivant  les 
notations  usitées  dans  le  cas  des  invariants  réels  avec  discriminant 
néijalif,  on  devra  poser 


de    là,   pour  les   demi-périodes   imaginaires   conjuguées,    les   ex- 
pressions 

(0|  =   t(u)o (U 2  )  =  tu',  0)3  =   ^((Ui-T-  <ll',)   =  (u  -I-  (1)'. 

Les  racines  e»,  c'est-à-dire  les  valeurs  de  pu  quand  1/  est  une 
demi-période,  sont  donc  composées  ainsi  :  l'une  réelle  e-i,  corres- 
pondant à  tOo  aussi  bien  qu'à  ti)„;  les  deux  antres  sont  imaginaires 
conjuguées  :  dans  c,,  qui  correspond  à  ti)|,  la  partie  imaginaire  est 
positive. 

Je  conserverai  explicitement  les  demi-périodes  w,  w',  avec  la 
notation  w"  pour  leur  somme,  metlanl,  de  plus,  e,  e' ,  c"  pour  les 
trois  racines  correspondantes  (').  La  somme  de  ces  dernières  est 
nulle.  On  a  donc  simultanément 

e'  I  e"  I 

(21)  -  = -t,        -  = /. 

e  ■!  e  ■!. 

La  lettre  /  désigne  l'inconnue  qu'on  est  naturellement  conduit 
à  choisir.  Nous  savons  dès  maintenant  que  -.  doit  être  réel  et  po- 
sitif. 

Daprès  les  égalités  ("12)  appliquées  au  cas  actuel,  en  y  prenant 

^  =  ^'  =  i, 
des  relations  (i)  et  (2)  on  lire  les  suivantes  : 

îco  =  (o  ^-  10',  î(o'  =  —  6  a), 

(■22  1  ■'     -=—  "E"'  —  =  "5""^"'' 

^  -  6  £  6 


! 


{(i^i^i-y). 


(')  L'obligation  de  considérer,  à  la  fois,  les  diverses  fonctions  elliptiques  con- 
traint à  restreindre  la  variété  habituelle  des  notations  :  je  réserve  l'emploi  des 
indices  pour  caractériser  les  autres  fonctions,  qui  interviendront  plus  loin. 
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I,a   (ieiiii-pt'Tiodc  iT)  coïncide  avec  <o'  et  la  Airmiile  i  S  <  devicnl 

(?.3)  lipv=J  -+-p^K-    ^  j-l-p^K-4-  ^j   -l-p(«  —  OJ') 

I  Ul'  -10)'  , 

Posons,  pour  alircgcr('), 

/    /x  9(o'  to' 

remplaçons  p"  par6_p'-  —  il^'^et  déduisons  do  la  |)remièn-  lurniiilo 
générale  (17)  cette  équation 

(25)  A(ôi-+-24)^s=6aî-^66'+3t>'!. 

Je  prends,  de  plus,  l'équation  qu'on  obtient  en  supposant,  dans 
la  relation  (.'.S  ),  u  =  <o,  ce  qui  donne,  suivant  (,2a), 

f  =  î(o  —  to  —  Oi'  ; 
par  consi'fiuent, 

e! e"  =  e  -I-  e'  —  t'  -H  ap  (  10  —    -  j  -i-  a p f  w „-  J  —  2 a    -  a  /'. 

Nous  poserons 

A  =i(s»e"-T-e'-e  — c')=:i(E>e"-t-2e'), 

en  sorte  ijue  la  dernière  l'iiiialKin  s'i'cnl  ainsi 

(aC)  'A  --«  -i-b  =  p(ixi—  ~\  -i-p(w ^  )• 

Pai-  le  lli('orènic  il  iiiliiilioii  îles  denii-périodes,  on  a.  suivant  les 
notations  (.'.4), 

/  co'\  (c  — e')(e-e') 

i\^-  y)-"- — jré-e 

H'"-     "3- j    •■'-•■• ï^- 

(27)    p(«u--j.-p(.-_j  =  ae-^  ^_7)77, 


(')  L'cmpini  des  lettres  a  cl  b  ne  peut  entraîner  aucune  eoiiliisinii  ii\cc  la  no- 
tation giini-ralc  {a,  b,  c  )  des  formes  (|ua<li'iiti(|uc>,  sur  lai|uelle  nous  n'aurons  plus 
il  revenir. 
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Le  second  membre  (26)  étant  maintenant  exprimé  an  moyen  de 
n  et  b,  il  ne  faut  plus  qu'une  relation  entre  a  et  b  pour  éliminer 
ces  quantités  des  équations  (25)  et  (26).  Cette  relation  est  immé- 
diatement fournie  par  les  expressions  (a.f  )  de  a  et  b 


2w'  /    ,        aj'\ 


3 
On  en  conclut,  par  le  théorème  d'addition  des  demi-périodes, 

(^.8)  (a  —  e'  ){b  —  e'  i  =  (e' —  e)  (e  —  e"), 

ce  qui  est  la  relation  demandée.  Je  m'en  sers  immédiatement  ]ioiir 
modifier  le  second  membre  (27)  par  le  calcul  suivant  : 

(a  —  e  )(b  —  e)  —  (a  —  e'  )  [  b  ~  e'  )  ~  (  e'  -  -  e  j  (a  —  b  —  e  —  e"). 

Ajoutant,  membre  à  membre,  avec  (28),  on  conclut 

i  a  —  e  )i  b  —  e  )  =  (e' —  e)(a  ^  h  —  e  —  e"  )  =  (  e' —  e)(a-i-è4-e'). 

I^a  relation  (2^)  devient  donc 

9.  io'"\  (e"  —  e)(a-i-b  —  2  e) 


ce  qui  donne,  pour  l'équation  ('-6),  celle-ci 

(  .>.9  )    (2A —  le  ^  a  -h  b)  (a  -t-  b  -T-  e' )^{e  —  e" )(a  ^  b  —  2c)  =  o. 

L'élimination  de  a  et  b  entre  ces  trois  éipuitions  (  25  ),  i  28  )  et 
(29)  est  évidemment  très  facile.  On  peut  cependant  la  simplifier 
encore  par  une  nouvelle  transformation  du  second  membre  (^2(1  ), 
conformément  au  calcul  suivant  : 


(e"—e){e"-e') 


a  —  e 


2iu   \                (e  —  e')(e  —  e") 
p,<o-_j  =  «  +  ->^^ >, 

2(o'\         ,       (e'  —  e)(e'  —  e") 


1  /     ■       ^"  \ 


3    /  a  —  e' 


Soit/(«  I  =  (a  —  c)  («  —  e')  («  —  (?").  La  somme  des  trois  frac- 
tions,-dans  ces  seconds  membres,  csI^-^tt o(rt'),  où  oia)  dé- 

/  (  a  )  '  '     '  '  ^     • 


■  68  TROISIÈHE    PARTIK. 

sijjne  Va  partie  entière  de  '—f-, •  i^oil.  jjoiir  un  inslani,  ii  I  ;iry;u- 

mcnl  I  0)'  :  on  a 

l'our-  un  ari;tini''nt  ii  (juclionque,  on  a  toujours 

J(i,)  \puj         ■*'    *^  ^ 

Pour  u  ;=  |u)',  pu  el  J32//  sont  des  quantités  égales,  a.  Ainsi 

f'-ia) 

.       /     \              ■             ■ ,        y       f'-( a  \     ,  ,  1 

Quant  a  o(a),  partie  eniKTc  de -^y on  a  est  suppose  quel- 
conque, c'est  ()(7.  J^a  soinnie  des  trois  tractions  est  donc  égale  à 
3rt.  Au  lieu  de  l'égalité  (27),  on  peut  donc  encore  écrire  celle-ci 


(29a)  ,IM  w—  -  1  —  p(  0) ^j- -6=  ,ia, 

moveniianl  lacjuelle  I  ('(iiialion  (•>.())  fournit  celle  autre 
(3o)  K  =  a—b, 

(|ue  j'adjoins  au  système  {'.>.'>'),  (27)  et  (:'.()''• 

Avec  la  notation  A,  j'emploie  encore  1!  et  C  :  ainsi 

(3.)  'B=l(^'r'î^._3.-.), 


C:^(e'— e)(e'— e')  =  3e'»—  'a-i  =>»''-  «e"- 

Les  équations  (26)  et  ('.7)  sont  les  sui\anles  : 

«!-'   fc'r^B.        (rt  — <-')(6  — e')- C. 
\\ic  I  ('(inalKm  (  .5<i  ),  on  en  tiri' 

(  ■jie'(ff-4-6)=ae'«-!- 15  — •>('.    -  A---   B  -    A>  -  -  ae'>-    «ee', 
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LV-limination  de  («  +  b)  entre  ces  deux  dernières  conduirait  à 
une  équation  du  quatrième  degré  par  rapport  à  l'inconnue  t.  Cette 
équation  contiendrait  un  facteur  étranger,  tandis  qu'en  substituant 
(a -]-  b)  et  son  carré  dans  fîf)),  on  obtient  une  équation  du  troi- 
sième deeré 


-o' 


Cil)  A(B  — A-—  2ee")-i-e'(3B  --  2A-—  aee"—  2e"2')  —  o. 

C'est  l'équation  que  je  voulais  obtenir.  On  y  devra  substituer, 
pour  A  et  B,  leurs  expressions  (3i).  en  se  souvenant  qu'on  a 

—  i  gi  =  ee'  -h  e'e"-^  e"e  =  e'e" —  e^. 

Elle  devient,  de  la  sorte,  homogène  et  du  troisième  degré,  en  e, 
e' ,  e" .  Par  le  niojen  des  notations  ('n),  on  aura  une  équation  du 
troisième  degré  en  t. 

Le  développement  de  cette  équation  exige  encore  des  calculs 
assez  longs.  Il  convient  donc  d'avoir  un  guide  et  un  contrôle  par 
la  connaissance  préventive  de  quelques  traits  essentiels. 


Remarques  sur  la  résolvante. 

I^a  présence  de  s  dans  A  et  B  entraine,  pour  les  coefficients  de 
l'équation,  la  forme  complexe  a  -+-  /^iy  -a'S,  a  et  j3  étant  des  nom- 
bres entiers.  Or  nous  connaissons  l'existence  d'une  racine  t,  pu- 
rement imaginaire.  Il  est  donc  naturel  de  prévoir,  pour  l'équation, 
la  forme 

où  a,  |î,  y,  0  seront  des  nombres  entiers.  Je  donnerai,  dans  un 
instant,  la  preuve  véritable  de  celte  propriété.  Ce  qui  importe  le 
])lus,  c'est  de  savoir  à  quelles  fonctions  elliptiques  singulières  se 
rapportent  les  autres  racines  /. 

D'après  les  éléments  de  la  théorie  des  formes,  il  y  a,  outre 
(2,  I,  12),  deux  autres  formes  réduites,  dans  l'ordre  improprement 
primitif,  de  déterminant  — 2.3.  Ce  sont  les  formes  (^,  i,  G)  et 
(4, — 1)6).  Envisageons  d'abord  la  première,  que  nous  distin- 
guerons en  affectant  de  l'indice  i  les  éléments  correspondants.  Il 
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s'agit  donc  des  fonclioiis  cllipliques  pour  lesquelles  on  a 

(0| 

(3i)  ',  e(Oi  =  tO|  —  2io', ,         £to,  —  —  3tO|, 

(U|  I     ,  (u'i        tu',  -=-  3(0i 

_  =  _-a>,,  —  _  g         . 

L'argument  Co  de  ht  l'orinule  (8)  est  ici  (i>\  -f-  3(0,. 

On  formera,  comme  précédemment,  l'équation  suijph'menlaire. 
en  prenant  m  =  w,,  ce  qui  donne  aii«<i  c  -  ''),.  Les  lettres  a  et  h 
auront  les  significations  suivantes  : 

«l^ri—   '  l>,^pil^-r-Ui,\. 

Moyennant  ces  conventions,  on  vnil  iinnn'ilKiieint'nl  (iirnn  nli- 
tient  les  mêmes  équations  que  précédemment,  sauf  remplacrnicnl 
de  e,  e'.  e"  par  e, ,  e, ,  e,. 

Notre  équation  du  troisième  degré  a  donc  une  racine  /,  ilélinie 
par  Il's  épalilés 

dette  racine  est  complexe  et  nous  verrons  même,  uilérieui-e- 
ment,  que  I  on  peut  assigner,  d  avance,  son  expression  en  fonction 
de  la  racine  précédente  /. 

SemblablemenI,  la  forme  (4,  — i ,  G)  donne  lieu  à  des  fondions 
ellipli(|iii>  caractérisées  par  les  relations 


ifai,    -eu. 


i^-À'i, 


(3fi)  <   ""s  =  ato'j,  Etu,  =  --  3tOj--  co',, 

I    toi  _  toj — ^ato',  to'j  _  I 


.""• 


l/argiiiiicnl  m  esl  di;  -  '.<>),.  (  )ii  (ililiciit  l'équalidn  eninpiiiiien- 
laire  en  prenant  n  =^  Wj,  ce  ipii  doiine  i-  ^a>'^.  Les  lettres  <i  et  /> 
ont  les  significations  suivantes 

/•ituj— 4«o',\  /to,— au)',\ 
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et  l'on  rclroiive  les  équations  primitives,  sauf  remplacement  de 
e,  e',  e"  par  e',,  e^.,  e!,.  Notre  équation,  du  troisième  degré,  a  donc 
la  racine  /o)  définie  par  les  égalités 

e-,  I  e",  I 

(3;)  -7^= h  «2,  -f  = «2- 

En  comparant  les  fonctions  d'indice  a  et  celles  d'indice  i,  on 
voit  que  les  rapports  des  périodes,  au  signe  près,  ce  qui  est  indif- 
férent, y  sont  imaginaires  conjugués.  Les  invariants  absolus  sont 
donc  aussi  des  imaginaires  conjuguées  et  il  est  manifeste  que  les 
deux  rapports  e^  '.e\  et  Co  ;  <?!,  sont  dans  ce  cas.  Ainsi  i,  et  — t^ 
sont  des  imaginaires  conjuguées.  Nous  rappelant  ce  qui  a  été  dit 
précédemment  sur  la  première  racine  t,  nous  pouvons  conclure 

que  les  trois  quantités  -  >  fournies  par  les  trois  racines/,  sont  l'une 

réelle  et  positive,  les  deux  autres  imaginaires  conjuguées.  Par  là 
est  pleinement  justifiée  la  forme  (33"),  prévue  pour  Fc'quation. 

Voici  encore  un  autre  mojcn  de  trouver  ce  même  résultat. 
Comme  on  l'a  vu  par  légalité  (i4  )>  i"iG  même  fonction  elliptique 
admet  à  la  fois  les  deux  multiplicateurs  £  et  i  —  s  et,  pour  tous 
deux,  le  nombre  N  n'a  qu'une  seule  valeur.  On  peut  donc  former 
l'équation  tout  aussi  bien  en  se  servant  du  second  multiplicateur 
et  l'on  reconnaîtra  qu'il  v  a  simplement  échange  entre  e'ete".  Par 
le  changement  de  £  en  i  — £,  c'est-à-dire  par  le  changement  du 
signe  de  ;\/23,  la  racine  t  se  change  en  —  l;  il  en  est  de  même 
pour  les  autres  racines.  Cette  circonstance  exige  la  forme  (33)  de 
l'équation  cherchée. 

Pour  une  même  fonction  singulière,  les  deux  mulli|)licateurs 
conjugués,  £  et  — s  dans  le  cas  de  l'ordre  proprement  primitif, 
£  et  —  !  I  — £)  dans  l'autre  cas,  coexistent  toujours.  Ce  fait  géné- 
ral, conséquence  de  l'égalité  (i4j.  explique,  de  nouveau,  pour- 
quoi deux  yo/-me5  opposées,  comme  (4,  i,  6)  et  (4,  —  ir*j)i  don- 
nent lieu  à  des  invariants  conjugués,  avec  cette  conséquence, 
bien  connue,  que  les  invariants  réels  proviennent  des  formes  am- 
biguës, comme  (2,  i,  12),  c'est-à-dire  des  formes  proprement 
équivalentes  à  leurs  opposées. 

Une  dernière  observation  avant  de  calculer  notre  équation.  Si 
l'on  ne  savait  déjà,  parla  théorie  des  formes,  que  l'ordre  impro- 


l-a  TROlSitMK    l'AIlTlE. 

premenl  primitif  conlient,  en  tout,  trois  classes  pour  le  détermi- 
nanl  —  28,  le  degré  3  de  l'équation  nous  le  ferait  connaître.  11  est 
évident,  en  effet,  que,  s'il  existait  d'autres  classes,  le  même  calcul 
s'y  appliquerait,  entraînant  seulement  quelque  permutation  dans 
les  accents  de  e,  e',  e".  Ces  classes  fourniraient  donc  nécessaire- 
ment des  racines  (!<•  l:i  ini'nie  équation. 


Développement  de  la  résolvante. 

Dans  le  développement  de  l'équation  (  ii,>  i,  j'utiliserai  la  forme 
démontrée  (33),  non  pour  abréger  le  calcul,  mais  seulenn'ul  pour 
le  contrôlei-.  Soit  U  le  premier  meniltre 

U  =  A(B— Aï— 2ee')-i-e'(3B  —  ,\i^- iee'—:>.e"-). 

où  Ion  preiidiii 

Soit  aussi  \    le  |irriiiirr  riirniliri',  <i)iis  hi  forme  désirée  (33  i. 

On  doit  s'attendre  à  ce  (|iie  U  diirère  de  V  par  un  facteur  com- 
plexe a—-  iyyi'.i,  et  ciieiciii'i'  it  nutlre  ce  facteui-  en  ('■vldence. 

Au  lieu  de  développer  complètement  U,  il  est  prélV-rablc  de 
calculer  séparément  U  pour  des  valeurs  particulières  de  /. 

I"  <  — i,  e'=o,  e"r=  — I,  jj-.r-.  j. 

lin  se  servant  de  la  relation 

£*-    iie>-i-  36  =  0, 
on  a 

B  =  -5L(,,E«-Hia).        A--ie'. 

ï'.  3.  j  AB  —  1 1  e'-(-  126'  =  —  109  e'—  a'.  S'.i  1 , 
■./■A»^-E«  ^-  5.r7E>    -2>.3'.ii. 

v'rc' A  =       e'  —  -(-  e'. 

lJi'si<;ti:inl  par-  l',  la  valeur  de  l'  correspondante,  on  trouve  aiii*i 

u'.3.iU,^.  7.11.  Ji».3>— E'i.         I  '-  J. 
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Le  calcul  est  extrêmement  simple.  Désignant  par  U',  la  valeur 
de  U,  je  trouve 

23.3.5U'i  ^  7.ii(9  +  2e2)^         <=  — |. 
J'en  conclus 

^^^  (U'i  -+-  U,  )  =  3(36  T-  5£2  1  =  1(17  -f-  Sîy/IIâ), 
7.11 

^^^(U'i  — Ui)=  36—  17^2      =ijV'23(i7'+-5tV^- 
7. II 

En   posant 

(38)  ■2>».3.5U  =  (i7H-5jv/-Ï3  IV, 

j'ai,  de  la  sorte,  V|  et  V,  désignant  les  valeurs  de  \   pour  /  ::^  -7  et 

I  V,  —  Vi  —  2^.3.7. 1 1 . 

{  V',  — ^'I=  •2^7.11  (  \/:>3. 

3"  Ciilcul  du  terme  en  f .  —  Pour  ce  chIcuI,  on  doit  preiiiire 

e'=  t,        e"  =  —  t,        ff.,--^  4/2. 

Voici  le  calcul  : 

2'^A  =  (^  —  t^)t,        ■'..3.5  B  =  —  (27  -f-  iie2)«2, 
22fA-+-3e')  =  (i4  — e2j<, 
22(A  -+-2e')  =  {10  —  £')<, 

2'A2  =—  (32-T-l5ô2)/2^ 

2'-.3.5B(A-i-3e')=— (3i'.43-+-22.3iE2)<3^ 

^26A2(A+2e')=  (22.5.43 -+-283e^)<3, 

•2'''.3.3U=  7.19(36  +  i7e2)ï3=  i^  tv/23  (17 -+- Sj/aS)^^. 

Suivant  la  notation  (38),  voici  donc  le  terme  en  t''  dans  V  : 

V  =  2^.y.iç)i\/i'it^-i- 

4"  Calcul  du  terme  indépendant  de  t.  —  On  doit  prendre 

e'=e"  =  — 1,        ^2^3, 

t?  k.  — —  2  —  £.-,  2^.58  =  — 17  —  u  £2. 


I7_l  TROISIÈME    PARTIE. 

<  )n  iioiivf  alors 

•ji5(A-^-3e')=— i4  — î'. 
2'(A  -i-  2e')  =  —  lo  —  j', 

2«A'  =— 32—  7E«, 

2».JB(A-'-3e')  =  — 79-4-5»  5«, 
v.»Aî(A  ^ae')  =  îViv -i- 5U», 
2'ee°A=2        H-j'-, 
a-.àL  =  —  9^36-^55=)  =  — 1(17-^  JtV-Jîî)- 

Le  dernier  terme  de  V  esl  ainsi  —  3  '. 

Le  premier  cl  le  dernier  terme  ont  bien  la  l'orme  ])réviie;  de 
plus,  suivant  (Sg),  les  deu\  valeurs  V,  et  V,  qui  correspondent  à 
f  =~  i  sont  conjugui-es.  En  conséquence,  V  a  la  forme 

et  les  égalités  (3o^  doiiiient 

'i-V-.:.        Y  =  3.ii7. 

I.  l'iiiialion  cluTclu'c  esl  donc  i-iilin 
(4o)       V(0  =  o  =  7iV23(i'.i9<'— 2.35.70 -i- 3(2'. 317 M— 3«). 

Les  trois  multiplications  par  \  '  1  -:-  /—  23). 

Pour  résoudre  l'équation  (4o)i  'c  changement  d'inconnue,  qui 
s'oll'iT  d'ahord,  csl  indiqué  par  l'égalité 

par  où  l'i''(nialioM  devient 

(.U>  7.19c'— 3i7;»H-7«.233-23  -  o. 

i'oni'  la  ri'dniie  à  li'ois  terme--,  on  posera 

(/,3>  l^a5.r-4   7>, 

ce  cnii   nn'iii'  à  I  ('(jnal  ion  liiialc 

(\i)  ji'i.r'       î.  ■)3.r -- 7.a3  —  o. 
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Comme  on  le  verra  plus  loin,  il  y  a  des  raisons  de  savoir  d'avance 
que  la  racine  carrée  du  discriminant  de  l'équation  doit  contenir 
i^j.'d  comme  seule  irrationnalilé.  Il  en  est  bien  ainsi;  car,  R  étant 
le  discriminant,  on  a,  pour  l'équation  (44)i 


72. 23*—  1'-.  j:p  =  O75  =  33. 52, 

3'->.i2  ■^3-, 


^■^■'  23.jv/a3 


Soient 


(/p)  5-=  l;'-7,3v/-'.3-H  -3/3,  /(-  1/^23/23—  -3/3 

des  racines  cujjiques  prises  dans  le  sens  arilliinéllque  et  pour  les- 
quelles on  a 

ffh  =  53. 

La  racine  réelle  de  (44)  est 

v/23 

Les  deux  autres  x,  et  x-,  s'en  déduisent  comme  on  sait  :  pour  la 
première,  on  remplace  g'  et  h  par  ^g  et  H-  h  ;  pour  l'autre,  par  0- »• 
et  f)/«,  et  9  est  une  des  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité. 
Afin  que  les  indices  i  et  3  correspondent  à  ceux  qui  ont  été 
adoptés  plus  haut,  pour  t,  il  y  aura  lieu  de  préciser  0.  Je  le  ferai 
plus  loin,  et,  dans  les  formules  ci-après,  je  suppose,  par  avance,  le 
résullat. 

En  posant  donc 


;V3 


7V^3-)-25(^     4-/()      =  c, 

(    7-V'^-1-2H6'5'H-0/O     =C2, 

on  pourra  exprimer,  par  une  même  formule,  chaque  racine  t  en 
fonction  de  la  quantité  correspondante  c.  Les  quantités  e,  e',  e", 
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dont  lune  est  ;Érl)ilr.iif'i'  i-l  diMil  la  MHiiinc  i'>l  nulle,  xml  lictci- 
minres  par  la  coiulilinii 

e'—e'  _  ^  _  «i. 

Kn  \irlii  (le  l"li(iiiiii;:(''m'ili-,   le  clmix  arlul  i:iiic  île  f  esl   indilli'- 
ri'iil.  .Il-  |)itMiilrui  ijiinc 

(\-)  e  —  Tic,        e'^ç)i—c,        e'  =  — gt— c, 

|)()irr  le  cas  dr  régalité  (20),  ou,  en  d"aulres  lerines,  pour  la  forme 
(  2,  1 .  I  2 );  puis,  en  pcrmulanl  les  accents  comme  il  a  clé  expliqué 
et  comme  le  rappellent  les  égalités  (35)  el  (S^),  on  aura 

(  \fi)  e\  —  xr,,         e'l==9£  — C|,         Ci=— 9/ — C|, 

dans  le  cas  de  l'égalité  (34),  correspondant  à  la  l'orme  (^4i  '  i  ^t  ; 
puis  enfin 

fig)  e,:-  <<-2.         (•2  =  yt— Cl,        Cj-  — gj  — cj, 

pipur  le  cas  de  l'égalité  (3(i'),  correspondant  à  la  ("orme  (  j.    -  1 ,  0  1. 
(^es  permutations  des  accents  se  rapportent  seulement  à  la  dé- 
signation arbitrairement  uniforme  des  périodes  dans  les  trois  cas. 
Elle  disparaît  dans  ri\|iression  des  ijnaiianl-;.  (|uc  vdiii  : 

5-,=  9.».3(c«— 3').         ^,=  2>c(c«-i-3»(, 
à  =  ffl—  xyg-l  =  --  a6.38(cî_j.  31)5; 

ffî  /?!  —  A  . 


3»(c»— 3')>       c»(c»-i-3*)«       3«(c»-h3»)» 

Je  vais,  dès  maintenant,  lixcr  le  signe  de  la  pailic  niiai;inair<' 
dans  0.  On  verra,  plus  loin,  un  moyen  |>Hrement  algébrique  pour 
cet  objet.  Quant  à  pré-seni,  je  vais  eni|)lover  les  séries  .j,   formées 

I  TTC»)' 

un  ifoiriK'ineiil  aMchi  i|ii.Hil  ilé  y -^^  t'  '"   .  I''u  posant  ilmic 

Q  =  e    î"''» 

j'aurai,  pour  «liacun  des  trois  cas  [(,20),  (3.0.  (36)], 

_  '"  —iH^  '  " 

7  -  c    '*'(>',        f/,  ^  c     »  O.        7,  =  e*  »  Q. 


FRAGMENTS    DIVERS.  I7; 

l'renoiis  la  fonmilc  (où  les  fondions  S  ont  l'argument  zéro) 


—  e"         \Jo/  '  \\  —  iq  -j-i.q'-f..  ./ 


pour  l'un  ou  l'autre  des  deux  derniers  cas.  Comme  Q  est  inférieur 
à  e"'"^  o,o4.-.,  les  signes  de  la  partie  réelle  et  de  la  partie  ima- 
ginaire sont  définis  par  le  terme  i'' q  du  second  mrinliro 


;  rit 


''e     ■•  Q^...=  aVaCi  —  OQ -+-••■• 

Il  n'y  a  aucune  utilité  à  considérer  l'égalité  analogue  avec  les 
indices  2;  elle  fournirait,  de  j)art  et  d'autre,  les  quantités  con- 
juguées des  précédentes. 

Suivant  les  expressions  (48))  il  vient,  en  supposant  c,  ;=  a-i-  /|j, 

d'où  résulte  que  ji  est  positif.  Mais,  d'après  (  j6),  on  a 

Comme  {g —  h)  est  positif  (45),  il  faut  effeclivement  choisir  'J, 
ainsi  que  je  l'ai  fait  plus  haut. 


Transformations  du  troisième  ordre. 

Nous  possédons,  dès  à  présent,  la  pleine  connaissance  de  tous 
les  éléments  pour  les  trois  fonctions  elliptiques  singulières;  car 
les  six  quantités  «,  6,  «,,  6,,  a-^i  bi  sont  explicitement  fournies 
par  les  équations  (3o)  et  (3i  a).  Nous  pouvons  en  déduire  six 
autres,  jouant  le  rôle  analogue  à  l'égard  du  mulliplicaleur  con- 
jugué. Comme  on  le  voit  par  les  équations  générales  (3)  et  (12), 
où  l'on  prendra  A' =;  —  ^,  /i'=^,  ces  quantités  sont  les  suivantes 

,,  to  +  (y'  ,,  (Oi-i-2(o'|  ,,  fut'.,  \ 

6=P^— -         6,  =  Pi — 3 — >         6,  =  p,^Y+'"V' 

et  les  a  ont  les  arguments  doubles.  Les  formules  ci-dessus  nion- 
III.  12 
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trcnl  sii(Tibaminenl  que  le  cliangemcnl  du  signe  de  /'  tliange  a  el 
b  en  a'  el  b\  a,  el  bx  en  à.,  el  b.,,  a-,  et  b..  en  (i\  el  b\. 

Les  six  quanlilés  6,  6',  6|,  6',,  6j,  6..  scrvenl  de  base  à  des 
Iransforinalions  du  sixième  ordre,  deux  pour  cliaque  fonclion 
clli[)lique,  cl  ces  Iransfornialions  cliangenl  la  fonclion  en  clle- 
nièmc. 

Les  quantités  a,  a',  ...  peuvcnl  servir  de  base  à  des  Iransloruia- 
lions  du  troisième  ordre.  Ces  dernières  éciiangent  les  fonctions 
les  unes  dans  les  autres,  comme  je  vais  le  montrer. 

Désignant  par  ■;  un  facteur  inconnu,  posons 

pio'  =  3  (u;,         pto  ^=  —  (U'j  . 
Les  relations  (11) 

= -; =   1/23 


se  clianj;cnl  111  les  sniv;uil<'s 


r/aS; 


d  où  1  On  voit  (pu;  le  lacleur  p  peut  être  choisi  cncctivciucnl  de 
manière  à  attribuer  la  même  signification  que  précédemment  aux 
lettres  Wo  et  (o!, .  J'ai  ici  une  transformation  de  troisième  ordre, 
qui  se  figure  par  la  relation 

...  /  aw'\  /  5(.)'\  llo' 

p'Ps(p ")  =  ;'" H- p(^" — 3-j  -*-P\"-^—)-  *J'x* 

l",ii  prenant  successivement  11  =  o/,  m,  m",  j'obtiens 
p-ci  =  c'-t-  Mb  — a), 
p'e,  =  e  -»-  jpl  ti) —  1  —  an, 

p«e',  =e'-i- aj)!  (0  —    — -j— an, 

el  l'on  remarquera.  111  p.is-,anl,  (pic  par  addition  de  ces  trois 
égalités,  se  prouve,  (l(r((  licf.  I,i  icl.iliiui  (si<h/).  I)c  là.  suivant  les 
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égalités  (00)  et  (3i),  je  conclus 


f-e\ 


(e  —  e')(p  — e"  ) 
a  —  e 
(e  —  e'Me  —  e") 


'^                                                        0  —  e 
p2(e.>  —  e,)=    e  —    e  -f- 2 — ; ; > 

et  cette  dernière,  comme  on  l'a  vu  plus  haut,  se  change  ainsi 

„     ,  „,  „  (e  —  p"1\        ,  „,  a-+- è-t-«^'+ 2A 

p-le,  —  e,)  =  e  —  e  -h  2  ; -,  =  (e  —  e  ) ; ; 

'^       -         -  a  -T-  b  -^'  e  a  ^  b  -^  e 

liemetlant,  pour  A,  son  expression  (3i),  j'ai  enfin 

e>        _       e"(  a  -+-  6  -t-  2  e'  -t-  '3  s-  e"  ) 
e'-i  —  e",  ~        2(e  —  e")(a-+- 6 -t- e') 

C'est  là  une  lormiilo  (|ui  donne  la  quantité  f^  en  fonction  ration- 
nelle de  c,  avec  adjonction  de  ;,  hien  entendu.  Disons,  ponr 
abréger,  que  nous  avons  trouvé  c^  =  f{c). 

Par  un  calcul  tout  pareil,  en  posant  successivement 

Plio,  ='3co,  p[iui=  —  (1)    — w, 

pjtu'j    =       (O'i  -+-2l0i,  p2t02=  (Oj  T-  (Oi, 

on  trouve  aussi  c  ^  o(C|),  c,  =  'j(fo).  En  cliangeanllc  signe  de  /, 
on  aurait  les  analogues 

Ces  formules  traduisent  le  caractère  abélien,  qui  appartient, 
comme  on  le  sait,  à  toutes  les  équations  dont  dépendent  les  fonc- 
tions elliptiques  à  multiplication  complexe.  Elles  donnent  la  raison 
a  priori  de  ce  fait  que  le  discriminant  de  l'équation  est  nn  carre, 
sauf  le  facteur  —  23. 

Transformations  du  second  ordre. 

Je  vais  maintenant  examiner,  pour  une   quelconque  des  trois 
fonctions  singulières,  les  trois  transformations  du  second  ordre  : 


i8o  iRijiMtai:  l'Ail  iiE. 

de  ces  Iransfonnalions,  il  v  en  a  deux  qui  c'cliaiigcnl  les  fondions 
précédenles,  tandis  cjuc  l'autre  transformation  conduit  à  uni' 
fonction  nouvelle,  correspondanl  à  l'unlrc  proprement  jiri- 
inilif.  Les  six  transformations,  qui  échangent  les  fonctions  |)réci'- 
dentcs,  sont  naturellement  inverses,  deux  à  deux.  Elles  se  di>tin- 
gucnl,  dans  les  formules  ci-après,  pin-  rciii|iliii  ilc  ki  icllri-  -  poul- 
ies coefficients  de  proportionnalitc-,  et  celle  lellre.  avec  ou  sans 
accent,  pourvue  d'un  nièine  indice,  se  rappoi-le  aux  deux  trans- 
formations inverses.  Pour  l<s  Ikhs  autics  liansloi  nialluns .  Ir 
coefficient  de  pr(){)orli()iinalilt''  ot  dcnoli'  j)ar  la  lettre  ~,  et  les  élé- 
ments des  nouvelles  fonctions  sont  indiqués  par  des  majuscules. 
Voici  les  formules  : 


(5o) 


7»  (O         -   ('J 1 . 
7 1  W     ^~    (02 
-M         -   2i>, 
JtOl  -   tOo  —  (u'o 

I    7,  (Ui  =   2(0, 


Tj(U  —   V>.  10,  , 

7|  (o'  —  y.io,  —  10», 

-(o'  -  U'  —  U  ; 

7(0  ,  =:   (02  -T-  tO  * , 

l\  (O  I  =  (o'. 


7,  (O.,   —    IM^ 
7'(02    ^—  (Oi  -T-  (o'j 
-j  (0,    =  —  U  j  , 


T|(0|    —  7.ii,  , 

7,  (o'j  =  (o'-l-  t>), 
7(0*.,    ^^  —  W|  -4-  (u'j 

T.(Oj  =  2iij; 

nu'  =z   (7,  7\  =   Jj  7j  =  ■>.. 


I,es    lidis  nouvelles  IoiicImiiis  coi  respoiidenl   aux   Iroi^  lormes  ré- 
duiles  (1,0,  -(3)  cl  (3 ,  liz  1  ,  ) 

12'-     t-23ii=    -:   O, 

iiiV  — 2ii,li', -t-    812; -o, 
3UV -+-2l2il>j   i-    8l2|:^o. 

,1e  cou.^id(''re  la  |)remière  de  ces  Iransformalions.   lillc  esl  liaduile 
par  1  "égalité 

7;  J)|(72l<  )  —  J>«    r  JM.  "  —  'o    '  —  y  <"  . 

d'où  l'on  déduit,  en  preiuiil   succcssivcmeni ,   pour  (/,   les  valeurs 
u\c,  ~  e  -*-  e' — c'  =  —  If', 


Je',  =  c':ta/(ë^')(e'-«î'), 
}  e\  =  e'  -p  a  /(c— e)(e'— e'). 
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ce  qui  mène  à  la  relation  bien  connue 

/(<>'— e  Me'— e")       e'\ 


(5i) 

La  seconde  Iransformation  donne,  de  même, 

-(-      \l(e"  —e'){e"—e)  __  e\— e, 
e"  e-, 

Introduisanl  les  racines  /,  /,.  /o,  d'après  (21),  (35)  et  (3j),  on  a 
ainsi 

3  —  ?./, 


a   (1rs 


4/^(0.^-3) 

1— 2? 

'iv/'(2'  +  3) 

,  -         -  I  +  2«i 

3-i-aZ.. 


2/  1  — 2^ 


Les  quatre  autres  transformations  analogues  conduisent  à 
formules  que  l'on  déduit  aussi  de  ces  dernières  par  la  permutation 
circulaire  des  indices. 

J'ai  annoncé  un  moyen,  purement,  algébrique,  de  distinguer 
celle  des  deux  racines  cubiques  de  l'unité  qu'il  faut  désigner,  dans 
1rs  formules  ci-dessus,  par  9.  Le  voici.  Tout  d'abord,  substituant, 
à  la  place  de  .r,  dans  le  premier  membre  (44  )i  successivemeni 
les    deux  nombres   3    et  fj,   on    trouve,   pour  résultats,  — i-  et 

32. î2. 7-^11     ,  .         ,   ,1  .      .  ,         .        ,      , 

-\ La  racine  réelle  x  est  ainsi  connue,  a  moins  di'  ^. 

près,  et  l'on  voit  que  c  est  compris  entre  i45  v'^S  et  147  \'^23. 
Prenons  l'égalité  (3i)  qui  donne 


Cl 


i/ —  (i  f  (  c  —  3  n 


\  Il  la  grandeur  de  r,  les  quantités  c — 3/  et  c  —  c);  peuvent  ici 
être  remplacées,  pour  fixer  les  signes,  par  c  lui-même;  et  1  on  a 
sensiblement 

(-.3)  îi^2i,^^^Jl,,_iy 

Si  l'on  pose  ro=  a -H  /p,  on  a  (46) 

a  =  7-  \/23  —  2'(  j?-  -t-  /i)  =  y/23  (7-  —  2'',r), 


l82  TBOISifeMK    l'Ail  UK. 

i|ii;iriill(''  posilivo.  X  élant  inférieur  à  ~.  Par  conséquent,  il;in^ 
ci  —  3 1  _  g-i-t(P  — 3)  _  a'-4-  p'-  37  -t-CP  — lat'g 

la  jiarlic  imapnairc  est  négalive,  ddi'j  l'on  voit  d(''jà  qu'il  l'aul 
prendre  le  signe  plus  devant  le  second  iuciiil)rc  (  :>?>).  On  dnii  donc 
avoir 

i*-t-P'— 27-1-0?  >o. 

' 'r.  rn  rcMi|il;i<aiil  /  y.w  '       ilans  I  i'i|iiiiliiiii  i   |n  i.  mi  linii\c 

ccxCi  --.  S'. 7. 19  v/aï. 
JJ  après  la  grandeur  de  c,  \\  un  rcsiillc  ('|C.j-<|  3'',  c  cst-à-dirc 

3.'--^^'--    1-  <o. 

\in  (■ons(''(|iirnic,  'j  est  posild.  C  est  à  ijuoi  jélais  j)ar\i'nu  pn''- 
cédeinmcnl,  pour  en  déduire  la  dc'terniinatinn  précise  de  0. 

Ainsi  quon  la  vu  ])ar  les  transformations  du  Iroisièine  ordre, 
/,  el  t-,  s'expriment  rationnellement  en  fonction  de  t,  sauf  adjonc- 

liciii  di'  ;.  I,<s  d(u\  (piaiililés  4  / -^ — — — peinent  <loîie  être  expri- 
mées de  1.1  iiièiiie  manière;  c'est  ce  (pic  je  \;iis  clicrclicr  .1  l.ilre. 
Soient 


CCS  racines  carrées  étant  prises  avec  les  signes  que  leur  altriluienl 
la  première  égalité  (:")■>.)  el  ses  analogues.  Ueeourant  à  Ifujua- 
lion  (  ■|0),  doiil  /.  t,.  I,  sont  les  i;iciiies,   j  ai 

(14)  (**,*,>>  =  8^^. 

1  Voillciii  <,  par  l'cgalilé  (r)9,), 
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el  ses  analogues,  multipliées  membre  à  membre,  j'ai  aussi 

t     V(|)V(i)  . 


8  V(o)V(-^)' 
par  consétjuent. 

Les  équations  (3())  nous  odVent,  calculées  déjà  sous  la  dénomi- 
nalion  de  V,  et  V',,  les  quantités  V(±^),  savoir 

V(rtTi)  =  22. 7.11(3  zpjy/^)- 

11  en  résulte 

3  -f-  î  \/-2'i 


SSiSi  =    -  3." 


3  —  i  \/2.'i 


=  —  ?.  (  3  -^  (■  /^f  =  22  ( 7  —  3  '■  V^23 ). 


Une  vérification  s'oITre  naturellemcnl    par  le  calcul   direct  de 
V(|)  qui,  d'après  (54),  donne 

(sSiS,)-=  --  2M,79  ^  3.71/23)  =  2^(7  —  3iV23)-- 
De  la  même  égalité  (32)  je  lire  encore  le  résultat  suivant 

I V  ' — 2  '  _  V  / .       4   ^  _  3  _  -2  ^  '  (  2  ) 


^'''^       i2^^=21('"i^, 


V(|) 


où  v  désigne  la  dérivée  de  V,  et  où  le  signe  sommatoire  s'applique 
aux  trois  racines.  Par  un  calcul  direct,  on  a 

V'(|)  =  22.32(317+ 52.7jVâ^), 

quantité  qui  doit  être  divisée  par  V(|).  Le  calcul  précédent  a  donné 
V(f)  sous  la  forme 

53  ,  , ,  ■,19  33 

V(|)=-^-(3  +  .-/r3)''  =  - 


•i  (3  — «V23)'' 

La   division  s'effectue  donc  de  la  manière  la   plus  simple,  en 


iS'i  TIIOISIliME    PABTIE. 

iiiiill  I  |i|i.iijl  siicccssn  cmciil  i);ir  3  ■ —  i  y'n3  , 

(  3i7-^55.7t/â3)(3  — t/l3)=  >.*(  3i  i -t- i3i/l3). 
(  3II-V  c3iVâ3)(3  — i/â3)  =  2'(7.ii— I7//7J). 
(7.11  i-;i/^){3    -«■/l3)=  — 2»(       i-hi'-iy/^). 

(       ■>  ...s//!Ï3)(3- j/l3)-  107    -    7/v^: 

V(|)  2*.3^     /       /    V      / 

l)'ii|)iTs  l'expression  de  .s\  011  a.  (raiilrc  pari, 

l  —  ->.t  __  t'-H/| 

sf  3  s 

.1  ai  ilori<-  (■<■  ri'Millal,  ipic  j  avais  en  Mie  «lOljU'iiir. 

Soil  niainlenanl 
(  56)  S-'  -  N  jî  -+-  Mï  —  •;t«(7  -  3t  /âs)  =  o 

léipiMlidii  ildiil   \,  .S|.  .«.j  sont  les  raeines.  La  |)récédenle  relation 

ciolllli' 

(i7)  N-^ ^L.^  =  Z^-..,-,V:ï). 

7  — jt/aj       * 

(>e  siiiil  ces  deux  coeffieienis  M  el  IS  dont  la  délerniination  l'oiii- 
iiir.i  iiNpicssidii.  ipie  ji'  <lierelie,  de  .v  en  fonclinri  rationnelle 
(le  /.  On  peiil  tirer  encore  de  r('i;alilé  {■>■>)  deux  antres  é(|ualions 
du  premier  defffé  entre  1\I  el  i\  par  le  moven  suivant .  l'aile  donne 
iniiiir'diatcinenl 

,v'(-i) 


D'ailleurs 


ZT^ii~~    ^î^-+-4~      a^\i-»-a«      s  — •xi) 
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En  design  an  l  parF(.$)le  premier  iiieniljre  (  5G),  on  a,  de  la  sorte, 

!■  (-li)  "^  F(."  ■^.o  ~  "^  ~'~  '^  v(—  ;)  " 

Pour  revenir  de  l'équation  (56)  à  l'é(|UMlion  en  /.  Il  faut  cliasser 
l'irrationnelle  s.  On  a  donc  idenliquenienl 

(58)  r(s)F(~s)=  y^\{t), 

où  A  est  un  l'acLeur  constant,  .v  et  I  élanl  deux  \arialjles  liées  pm 

la  relation 

.      •^.  /  —  3 

s-  =  —     —  •  ' 

/ 

En  dillérentianl,  je  conclus 

puis,  en  |u'enanl  s=  a/, 

F'(20  _  F'(-  ■>.i)  _   '■  VjJ.)       .   . 
F(-iii       'F(— 2O  '"  J   ^  (,i) 

1  •  11  ■     .        F' (±21)  I  , 

La   connaissance  des  deux   (iiianlites   -==; — ; r     lu'ocure   tes   ileu\ 

'  F(±2I)     ' 

équations  du  premier  degré  dont  j"ai  [larlc''.  Me  contentant  d  avoii' 
indiqué  ce  moyen,  je  vais  en  enqjloyer  un  autre,  encore  iondé  sur 

la  relation   (58).   Substituant  dans  Y{/)   l'expression  /  =  ., • 

on  a  l'équation 

i* —  'i.Zs'' —  2'*.  1 57  j;- -!-■.!•'.  79  —  2.71  \/-ïi{-s''  —  '2-.  7. s-  —  2'>.3)  =  (), 
dont  le  premier  membre  doit  re|)roduii'e 

—  F{s)F(—s)=  s'-(s°--^  My-  —  [Ns-'-i-  ■!■'-(■;  -:M</7i)Y. 

De  là  deux  équations 

(jg)  2M  — N2^-2(3  +  7n-/^), 

(   M'-— 2H7  —  3tV23)N=:  — 23(157  — 72 (V23) 
(60)     .'  _    .  

=  -.  22(7  — 3jV^3)(j  7-4-jV--iS''- 
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l'.nlie  celle  dernière  cl  l"é(|ii;ilion  (àj)  éliiiiiii.iMl  \.  j"<)l)liens 

MS-T-8.M  =  ■/^3£Vâ3(7  — 3iVi3j, 
iiMiiil iiiii  ilu  second  di'j^ri'  >lunii;inl  les  deux  racines 

M  = -irh  2(3.7 -t-«VIÏ)- 

L'nc  sr(di'  (iiinirnl.  ijui'  l'on  dl>l iiij;iic  iininédialcineni  coininc 
devani,  par  r(''(|iiali(in  (ji)),  loiirriii.  |i<iur  K-,  un  carré  |iarlait. 
(  )n  I  roin  c  ;dn>i 

.M  '    2  (  1 9  -h  ('  <J'x'i  ),         N  —  1 7  —  3 1  \/lÂ . 
Pls)—s^  —  1 7 .î- -+-  A .  1 9 s  —  ■?.'■.-  —  i  \/yi  \'is-  —  is  —  Ji- . 3 )  : 

Ici  ol  le  |)icn]icr  iiicndire  de  ri'ijiialiun  cliercliée. 
Si,   d(.'  iiii'riie.  lin   |H)se 


ee-i  i\\\; 


aniilés  sont  les  racines  de  r('i|iiali(ni  <l>(.s')=o,  donl  le  pre- 
mier niendire  est  ecin|nî:ni'  du  |irécédenl, 

'1>(  s'  )  =  i' 1  —  1 7  .v-  -(-  2 .  I  (j  .v'  —  ).' .  7  --  J  \/'i.'i  {  3  ■>■'-  —  ■>.  s'  —  2' .  3  I. 

IVii   l.'i  sonl  exprimés,  eumnn-  on  le  \  imlail ,  .v  cl  .s'  en  lonclmn  de  /. 
<  )ii  ;i,   en  eilél , 

N.«î-f--/M7  — 3(V;^) 


(lui 


,ï«  —  M 


é't;iilili''  nu  1(111  nul  Ira.   an  sc(  mid  memiire, -^ —    —  à  la    nl.ice  de  .<-. 

l'iiiif  a',  on   piciidia  l.i    lel.ilnin  anaKi;;iie  iii'i  I  un  nn'llra  — - — -  à   la 

])lacc  de  .v'-. 

Cesl  en  vue  defleclner  eomplèlemi'iil  les  Irois  dernières  Irans- 
iornialions  dn  second  ordre  (ine  j'ai  calcnlé  !•  fl  '!>.  .l'arrivé  à  ces 
Iransldiniai  Ions. 


Les  trois  fonctions  de  l'ordre  proprement  primitif. 

\ii\  pi  riiidcs  uU.   'jH.  dellnies  p,ii'  le^  relalions  (5o), 
X(u  =  ail,         -f>'-  U  —  U, 
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correspond  une  nouvelle  fonction  l'//,donl  je  dciiole  les  éléments 
par  des  lettres  majuscules.  La  Iransfornialion  conduit,  par  le 
même  calcul  que  plus  haut,  à  la  relation  suivante,  analogue  de 
l'égalité  (oi), 

,       /(e  — e')(e  — e")       E  —  E' 


J^e  premier  inemhre  est,  en  valeur  absolue,  égal  à 

v/(T-~.iO(3-t-2T), 

ijuanlllé  réelle,  puisque  (  est  purement  imaginaire.  D'après  la  na- 
ture de  la  fonction  P,  dont  les  invariants  doivent  être  ri^els  et  le 
discriminant  positif,  les  trois  quantités  E,  E",  E'  doivent  être 
réelles,  rangées  ainsi  en  ordre  décroissant;  de  plus,  le  rapport 
Q':  jQ  étant  supérieur  à  l'unité,  E"  est  négatif,  et  l'on  aura 

,  ^  E  — E'        , .     , 

I  iyx)  "~E^'~  =  V9  —  i  '"  =  "**  : 

le  signe  est  ainsi  choisi,  parce  que  s  et  .s'  sont  tles  quaiUiti'-s  con- 
juguées, comme  il  résulte  du  calcul  précédent,  et  que  //  est  ri'el 
et  négatif. 

Avant  obtenu  s  et  .s'  en  loiiction  rationnelle  de  l,  nous  avons 
donc,  sous  la  même  forme,  les  éléments  nouveaux.  Mais  il  faut 
réduire  leur  expression  à  la  forme  la  plus  simple,  et,  pour  ce  but, 
je  vais  exprimer  tss'  par  une  fraction  du  premier  degré.  Soit 

,      H 

'■"  =  G 

la  l'raction  cherchée.  Ayant  mis  la   relation  (di)  et  son  analogue 

sous  la  forme 

S  ,      S' 

on  conclura  cpie  l'égalité 

^SS'       H 
TT  -  G  =  ° 

a  lieu  en  vertu  de  l'équation  V=  0.  Le  premier  membre  est  donc 


i88 


ninl^llMi:    l'AHTIl-:. 


K\ 


tin  ]>il)lc  iKii    \  .  il  (Il  lit  ,i\(iii'  l:i  fiiriiic  n.  ,.  , .  ■   I  '<■  là- 

/SS'G  — KV 


(fi3) 


Ti' 


=  11, 


Cl-  iiiii  duil  t'tif  iiiK'  ideiilili'.  Il  s'ii^il  dune  de  Iroiivcr  les  deii\ 
|)ol\  iiôinos  du  pirmlcr  dej^rc  G  el  K  par  la  condititm  que  le  nii- 
miTaleiir  soit  seuIcmenL  du  troisième  de^ré  au  lieu  du  qualrième, 
qu'il  soit  en  cuire  divisible  parTÏ'.  Le  quotient,  du  premier  de- 
gré, sera  le  binôme  II. 

Kn  suhsiiliiani  dan^;  li^galitr  ((il  ),  on  a  d'abord 

S  =  «[''^■'•--^■■«-('  — J'V^ïï)!  =  2.3i;— 3.i;  —  3(ï<  -i-i)is/yi. 
T  =  l(s--\-M)  =  -i^.il  —  3-  2t7i/'IÏ, 
S'  -  a.3i/-*-  3.I-  — 3(2/  —  3)t/^. 
T'r^-2'.5/-^-3  --  2t7v/Ï3. 


^^ï; 


l^iMii'  T  =  o,  on  a  ainsi 

\ 
lin  (jiiil  donc  a\  on- 

(6.0  S'G       K>       ..         iilu.r 

el,  seuiblablunn'iil, 

((ij)  Sr,  •      l\S        ,,  .  .In     T   1. 

Au  iun\  en  des  i  ;;.illli'-. 

T-t-  T'--=  -i'.U. 
(•>,'.  I  -  /  \/ii ) T  —  ( •>.'.  I  -^  i  /-lî )  T'  ^     -  A».  3 .  •), 

iiri    piMil  I Apilincr  S  cl  S',  sous  (ininc  linoaii'c  cl  lionu>i:cnc.  en    1 
l'I    !  ':  on  trouve  ain-i 

S  r.         (,,  -:   |-v''-:i3)T-a(3-t-  iVal)T'. 
S'=-a(  3-tVi3)T-4-.(ii-(vM)T'. 


l'.l.     1.1,     II-    lie 


iilhin-i  (()4)  Cl  ((>.'))  di'\  icnncnl 


(n      iV/{)G  —  ^.(3 -4- j/ji3,IK      o         (iliN.Ti, 
{n,i\/Ti)G-i(Z~-i^^)K      o         (div.T). 
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Si  tlonc  on  pose 

0  =  yT  -   y'T'.        K  =  />T  ^  i<r, 

(III  (iljlient  les  coiulltions 

(  f  I  —  t  /aî) y' —  ■>.{'i  -i-  i \/ïi)k'  =  o, 
(  I  r   I-  t  )/ïi  )  Y  'T-  2 (  3  —  i  /'iS  )  /i  =  o. 

En   exprimant  enfin   que   le   leinie  du  ([ualrièmc  degré   disparail 
dans  le  numérateur  (G3  ),  on  Irouve  la  dornièro  (''i|ualion 

■>.■'. 73  [(20  -i-  (■v'''23)y  -i-  (20  —  i\/^i)i} 

-  '  ■  l\)i  v^2;>  [ (  20    ,-  i  f/i'i  )  /.-  M-  ( 20  —  £  \/'ji'i ) /.'  J. 

I^es  équalions  précédentes  tournissent 

■i'k'=  {')  —  -  i^''-ïi)-!',         2'/.'  = —  (3  T-  7t /23)y- 

Substituant  dans  la  dernière  et  [irenant  arbitrairement  un  ctelii- 
cieni  de  propoilionnalili'.  je  trouve 

Y^l(î-."  -^  3/v/-l3),         y'=  i(— ■j-"-i-5iv'23), 
/.■  =  2 ( i  —  2  i  v/23  I,  /.'  =2(5-1-21  /23  ); 

d'oii  résulte 

•  i      —  3-.  1 1  -T-  2.7.  ig(V  v/23. 

K  ^=  2'(2.-3/  -t-3«/^)- 

11  reste  à  trouver  11.    V  cet  cllet,  je    prends  /  =  :|,  ce  qui  donne 

V  =  — <S2, 
et,  par  conséqueul , 

TT'II  =|S(S'G  ^-SK). 

Pour  <  =  ;î,  nous  axons 

8=2.3(7  —  31/23),         S'=2''.  3-, 
K  =  2'.3(73  -+-  i/-^)- 
G=  3(— 3.114-  7.iç);V2^)i 
S'G4-  SK  =  2'.32(48"^-ii.i7«V'^)- 


U)0  TROISIÈME    I-ARIIK. 

1  )  illllrr  |)Uli, 

T  =  3(19  -^  tVâs)  =  î(5  -  'Vn)(3    -  iVâï), 
r  =  3(21  —  i/n)  ^  !(5  -  3iVl3)(3  -  iV^), 

TT'  =  —  i'  (1 1  -T-  5/  v/ii3)(3    -  / /is)', 
I  S  =  3«(7  -  3  /  \^il3  '       ^  ^ ('  !       /  /n )'. 
1 1  \  Miil  tlonc 

(11-  -.iv/â3)H  =  2*.3»(4î<'    -ii.i:/v/l3) 

MU   liiKilciiiriil 

\i:=i\r-{:.n-is^)       ('  =  ?)• 

Lu  clKiiigcineiil  (lu  sij;nc  de  /  el  do  ^  a.i  laisse  inaltérés  \  el  (i, 
cliange  K  en  —  K,  (■cliiingc  T  et  — T',  ainsi  que  S  el  — S';  ce 
cliangcniciil  a  (liMie  |)oiir  elli'l  de  repidduiie  II,  iliangé  do  signe. 
(  )n  a  ilune  aussi 

Il      -  '\r-{y.ti~is/^)         (f^--l)- 
l'ar  consé(|ueiil .  |)imr  /  (|ucl<  ninnie. 

II  =2'.3(v..7.ii/  -3/\/73)- 
('.nriiiue  \ériliialii)u  de  ce  calcul,  |)reni)ns  /    -  o,  ce  i|ui  dcuiiie 

—  K\  ^  ■>:■<. Vi^Vi.   I 

1  =  0. 
TTll    =>'.3Wv/^,    I 

.lai  donc  la  loifnuii'  clierclice,  savoir 

,       H  î>'.3(2.-.ii/  — 3iVÎ3> 

tss  =  ^  '   ^^^  — ~  —il  • 

<J  32.  Il  — Ji.7.i<)i</i3 

MellanI  /  -—  -- »  on  la  change  en  la  Miivanle   : 

■j.  c  ° 

,      a>(c/Û3  — 3.7.1  i)i 
lic-t-  7.  Kjv/a* 
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Rempiaçanl  enfin  c  par  son  expression  (  "jG),  j'en  déduis,  sui- 
vant (62), 

E-E'_      4-^(^  +  A)/73 


(G;) 


-  8  E"        21  /a  j  -M  1  (  ,;?■  ^  /(  ) 


Prenant   arljitiairement  un  coefficient  de  proportion,    je  poserai 
donc 

i    E  =  li^Vi-r  32  -^(8/rï-!-ii)(.ir-t-  /(), 
(t38j  <    E'  =  an/'7;    -îï  — (8v/:l3  — ii)(o'--/n, 

(   E"  =  —  . 12/13  —  2-2 (.4'  — A). 

l'our  les  deux  autres  fonctions  I*,  et  1*^,  les  Ibrniules  seront 
analogues,  g  -\-  h  étant  remplacé  par  h  g  -\-  fJ'-A  on  ^\-  g  -+-  H/i.  Par 
les  égalités  (5o),  il  est  manifeste  que,  dans  ces  formules,  E"  est 
remplacé  par  E',  ou  E!, .  Mais  il  reste  à  savoir  dans  quel  ordre  E 
et  E' sont  remplacés  parE,  et  E",  ou  Eo  et  E.', .  Pour  ce  but,  suppo- 
sant, dans  le  second  membre  (67),  g  +  h  remplacé  par  ^1  g  -+-  fJ- A. 
multiplions  les  deux  termes  par  le  conjugué  du  dénominateur,  ce 
qui  donne 

[4  ^(Og-  -H  0M<)  v/^]  [21  /Zi  +  1 1  (O^^-  -^  Oh)]. 
La  partie  imaginaire  de  ce  produit  esl 

(  ■?.  1 . 2  j  —  4  •  1 1  )  ' ."  —  A  ) ; 

le  coefficient  de  i  esl  positif.  L'échange  de  E  ^  E'  en  ±(E| —  E",  1 
doit  donc  être  lait  de  manière  que,  dans 

E,  -  E'; 


la  partie  imaginaire  soit  positive.  En  employant  les  séries  S,  01 
trouve,  pour  la  partie  principale, 

E,  — E",  ,     _'J1   ^  /'.y,        i-Hj/vI 

les  autres  termes  sont  sans  influence  sur  le  signe  de  la  partie  ima- 
ginaire :  c'est  le  signe  plus.  C'est  donc  E',  qui  remplace  E.  Quant 


iy2  TiKiisituK  rAHiii:. 

à  la  liPiiclioii  I';;,  ses  l'Ir'incnts  sont  conjiigui's  des  préeédenls. 
Ainsi,  cil  passaiil  aii\  iDiitliuiis  I',  ou  1'^,  on  doii,  dans  les  for- 
mules (08),  reniplacer  i'  -h  h  par  ^g  +  0-/t  ou  par  ^ï- g  -i-^/i  el. 
en  même  temps  E,  li',  E"  par  Ej,  E,,  E',  ou  par  VZ,  Ej,  E'^. 

Ainsi  est  pleinement  aciicvée  la  solution  du  problème  proposé. 

Comparaison  avec  les  résultats  antérieurs. 

Soil  posé 

ie  —  f')(e  —  e")       o  —  W* 
<*"J>  ->'=  (e'-e'r- ^'TgT^' 

l'ri'uoiis  \  (/)  V(-—  /),  puis  remplaçons  /-  |)ar  son  expression  en 
)•,  saxon- 

,.  _  'J  _   ' 

4  i-"4r" 

Nous  ohliMions  ainsi,  pour  r,  1  équation 

(  ir -t-')(r- 79 )'-i-7*-^3(7.V- 3)^  =  0, 

(Mil.  l'IiUil  (ii''\  rlopjjée,  ~e  réihill   à 

(L'esl  ri'i|u,illoii  iloiuK'c.  p;ir  le  1!.  p.  .loulji-rl,  dans  Ics  Comptes 
/riitliis  di.-  icS(3o  (  i"  seniesli-e,  p.  i)i2).  Sa  résolution  suflil.  Iiien 
rnicndii.  pour  délinirespliciteinenl  les  fonriions  eliereliées.  puisque 
riii\,iil.ini  ;ilisoiu   csi   iMiicinii.j  iii   /-.    Uiinc   manière  générale, 

|i(iiir-  loiilc   foiiclioM  clliiilniiir.   (III  .1 


(  7<>) 

en  désifjiianl   par  •;  un  coeniiieiil   d'iionio^i'ncili' ,    dont    1  expres- 
-lon  est 
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Ce  coeflicient  p  peut  être  pris  ud  libitum;  aussi  les  invariants 
sont-ils  définis  par  la  seule  quantité  j^,  ou  par  i^.  Mais,  pour 
avoir  les  quantités  c,  e\  r" ,  sans  nouvelle  irrationnelle,  il  faut 
connaître  /. 

Semblablenient,  à  l'égarJ  des  trois  fonctions  répondant  à  l'ordre 
proprement  primitif,  la  connaissance  de  r  suffit  aussi  pour  dé- 
finir les  invariants.  EO'ectivemenl,  on  prenant  la  transformation 
du  second  ordre  qui  (ail  |)assei'  di'  p  à  P,  ainsi  que  la  transfor- 
mation   inverse,    ou    a    les   deux   iilalions 

■^^    /(e— e')(è— O  _  K_-j^  ^,^     \/rÊ''^~l<:){K"-  E')  _  e'  —  e" 


et,  en  posant  encore 

_  (  K"  —  K  )  (  ir     v:  ) 

on  en  déiluit  la  relation,  hieii  connue, 

i()jkV  -  r. 

l'renanl    maintenant     les    loiinules    (70)     v     mellaut    des    lettres 

majuscules,    au    lieu    de   /,'':;,  i':,,  t,  ...  ,    puis    renipiariut   ^     par 

I  •  1-  ■         I        > 

— .—  et   1    par  son  expression  eu  lon(tu>:i  île  c'-,  on  trouve 
ihj-       ..11 

X=G3-o(8f=    '   Si), 
//'  A    —  V  (  r-    '■-  9  )  ; 

le  eoelficient  X  a  l'eïpression  SLiivanle 


). 


4e(li"-li)(li"-E') 


III.  i3 
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II. 


i'arlies  aliquoles  de  période»;  leur  répartition  en  groupe>,  quand  le  diviseur 
est  un  uunibre  premier. 


Dans  ce  qui  v.i  suivre,  les  arguments  seront  (oujuurs  cinisagés 
à  des  périodes  près  :  deux  argunicnls,  (juand  ils  ilillVrenl  entre 
eux  par  une  période,  seront  donc  considérés  comme  un  seul  el 
même  aryiiniciil. 

Par  la  notation  (»•„  on  désignera  une  «""'"'•■  partie  de  période 
eff'eclh'e;  c'est-à-dire  que  mv„  est  une  période  el  qu'il  n'existe 
pas,  en  même  temps,  un  autre  entier  ni.  inférieur  à  /),  rendant 
iinv„  égal  à  une  période,  (^uand  «  est  un  noin[)re  premier,  eeltf 
dernière  restriction  est  su|)erl]iie. 

Dans  ce  paragraphe,  nous  supposerons  n  un  nombre  premier. 

Les  arguments  ir„  sont  compris  dans  la  formule  générale 

(I)  iv„  =  -^ ^— £ =(p.p), 

<tii  l'on  doit  melli'c  pour/*  it  /<  les  entiers  depuis  zéro  jus(]n"à 
/>  —  I,  en  exceptant  la  eumliinaisoii  p=zo,p'  =  o.  Le  nombre 
<les  arguments  ir„  est  donc  /(-' —  i  ;   leur  somme  est  une  période 


Vn(n    -i)  , 


lu  —  lio   ). 


Le  produit  de  i\„  par  un  des  entiers  i,  '.,...  (/»  — ■  i)  est 
encore  un  argument  iv„.  Prenant  ilonc  l'un  fpielconque  des  argu- 
ments iv,,,  ou  peut  former,  avec  lui,  le  groupe  (iï'„)  composé  des 
ai'gMUirnts 

ir„,     air„,     'J  ii'„  ,      .  .  .  ,     ("  —  i;  "n  • 

Si  l'on  avait  |»ris,  au  lieu  de  n'„,  l'un  queleompie  ntw„  des  ar- 
gutneiits   du   gi'oupe.   on    retrouverait    ce   même    groupe;    car   les 

iiiiiidii-es  ///,  2111.  . . .  ,  [Il  —  i)m*   re|)roduisenl    i .  :>. /i  —  i  à 

di's  multiples  près  de  n. 
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Soit  nialntcnnnt  (v),  un  autre  argument  étranger  à  ce  groupe; 
on  formera,  avec  lui,  un  autre  groupe  (f^, ,  composé  des  argu- 
ments 

w'„ ,     2  w'„ ,      ...  ,     (n  —  i)w'„: 

ce  dernier  est  entièrement  difTérent  du  précédent.  En  effet,  comme 
on  l'a  montré  pour  le  précédent,  il  se  conserve,  si,  au  lieu  de  w'^, 
on  prend  pour  le  former  un  quelconque  des  arguments  miv'^.  Si 
donc  un  de  ces  arguments  appartenait  au  premier  groupe,  tous  les 
arguments  appartiendraient  aussi  à  ce  groupe,  ce  qui  est  contre 
l'hypothèse. 

En  poursuivant  de  même,  on  voit  les  /i- —  i  arguments  iv„  se 
ri'partir  en  groupes,  dont  chacun  contient  n — î  arguments.  Le 
nombre  de  ces  groupes  est  ainsi  n  -+-  i . 

Au  moyen  de  la  formule  (i),  on  peut  faire  aisément  la  distinc- 
tion des  groupes.  Pour  avoir  des  résultats  d'nno  fnrmo  générale, 
il  convient  d'admettre  que  les  nombres  rminés  à 

(les  multiples  près  de  n. 

Deux  arguments  (p,  p')  et  (r,  .  ..^^parlienant  au  même  groupe 
sont  caractérisés  par  lu  condition 

(■<)  pi-' /'''       -  <>        MllOll    II). 

Cette  l'galité  a  cliéclivomenl  iicu  si  i  on  a  pris  /■  et  /•'  égaux  à 
mp  et  nip' .  Inversement,  lu  conprncncn  ayant  lieu,  soit 

(3)  pr'-i'        .'■■• 

on  en  conclut 

p{r' -T- ■/ n)  —p'(r  ~vn)  /)v' — -p'''). 

On  peut  trouver  v  et  v'  par  l'égalilé 


car,  il  p  et/?'  ont  un  facteur  commun,  ce  facteur,  d'après  (3),  ap- 
partient aussi  à  JJL.  Cela  étant,  /•  H- vn  et /-'-h  v'n  sont  proportion- 
nels À  p  et/?';  ce  qu'il  fallait  prouver. 

Supposons  maintenant  un  argument  !/■,/■')  qui  n'ajjpartienne 
pas  au  gi'oupe  de  (/>,/>'),  en  sorte  que  la  congruence  (2)  n'ait  pas 
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lieu.  On  pourra  trouver  un  cnlicr  m  par  la  condition 
m{pr' —p'r)r^  i      (moii/i). 

On  \oil  donc  (|u"il  y  a.  ilans  cliaque  groupe,  un  argument  (;•.  /•') 
caractérisé  j>ur  la  condilion 

(4)  pi' — /''/•  us  1      (nioJ  «). 

On  peut  donc  (igurcr  les  divers  groupes  comme  il  suit  par  It; 
premier  argument  de  chacun  d'eus,  en  supposant  que  /•  et  /'  coii- 
sliluenl  une  des  solutions  de  la  congruence  (4)  : 

(p.p'i,     ('•,'•'),     (r-T-p,r'-\-p'),     {r-h2p,  r'  -i-'ip'),     

Dans  cette  figuration,  le  premier  argument,  dans  chaque  groupe, 
dépond  esscnliellement  du  choix,  de  (/»,  p'). 

Jl  est  ])crniis,  sans  restriction,  de  sup|iasfr  /;  et  //  premiers 
entre  eux  ;  car,  en  ])renaiil  pour  v  tous  les  entiers,  on  reproduit, 
au  moyeu  des  nombres  p  +v«,  tous  les  entiers,  à  des  multiplet 
près  de  p'.  11  existe  donc  des  nombres  />  ■+■  vu.  premiers  avec  p'. 

Ayant  ainsi  choisi/;  el/>'  premiers  entre  eux,  on  peut,  au  lieu 
de  la  congruence  (4),  prendre  l'équation 

(5) 

piiiir  (It'linii-  le  premier  arsunii 
Soit  posé  maintenant 


(6) 

Les  groupes  soul  aiii>i  fijjuii 


pr  - 

-pr 

- 

' 

•gumi 

■lit  (1 

lu 

grou 

pe 

suivaiil 

/>to  -^ 

p'bi' 

M, 

rt'i 

/•'fj' 

— 

m'. 

(7) 

2Û 

9.(0' 

•>,  (.1       •>.  (.1 

v!<r,'      ic. 

1 1 

n 

n 

n          II 

n          n 

uTi'         ■/(■«  —  OiTi 

1 : 


D'après  (;"))  et  (6),  :>.û  et  im  l'ormenl  une  ]>aire  de  pi'riodes 
éipiivalentes  à  2W  et  a w',  ou  priinili^'rs.  La  figuration  (-)  des 
divers  groupes  est  doue  (elle  ipic  le  prnuii'r  argument  du  premier 
groupe  est  un  (pieicompu?  des  «^  —  i  arguments  ir„.  Le  second 
groupe  est  arbitraire  aussi;  mais  le  premier  argumeiil  est  déter- 
miné dans  ce  groupe. 
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Tous  les  autres  groupes  sont  ensuite  déterminés  complètement, 
quant  à  leur  ordre  et  quant  à  Tordre  des  arguments  dans  chacun 
d'eux. 

Dans  cette  figuration  (7),  on  peut  représenter  le  premier  argu- 
ment de  chaque  groupe  ainsi 

(S)  (1,0),      (0,1),    -(M),      (î,!),      Ci,j),      ...,     („_,,,). 

Le  choix  du  couple  de  périodes  2w,  aw'  inilue  seulement  sur 
l'ordre  des  groupes. 

Cas  où  le  diviseur  est  une  puissance  d'un  nombre  premier. 

Soit  a  un  nombre  premier  et  supposons  n  =  «*.  Pour  que  et',,, 
donné  par  la  formule  (i),  soit  une  «"'""'  partie  de  période,  il  faut 
et  il  suffit  que  l'un,  au  moins,  des  nombres  p  et  p'  soit  premier 
avec  a.  Le  nombre  des  w„  est  donc 


m-h"i' 


Gela  étant,  le  produit  /?in„  sera  de  cette  même  nature,  si  m 
n'est  pas  divisible  par  a.  En  prenant  m  dans  la  suite  1 ,  2,  ...  «  —  i , 
il  faut  donc  excepter  les  nombres  a,  ia,  ici,  .  ..  (a'^"' — i\a. 
I!  reste  donc  a* —  i  —  (a^*"'  —  1)  nombres  m.  Soit  posé 


/        I  \ 


En  raisonnant  comme  au  paragraphe  précédent,  on  voit  se  sé- 
parer les  arguments  w„  en  groupes,  dont  chacun  contient  des 
arguments  en  nombre  '-^{n).  Le  nombre  total  des  groupes  est 
donc 

T(n)=-A iW  =  „/,  +  .'. 


Deux  arguments  {p-,  p')  et  (/■,  /•')  appartenant  au  même  groupe 
sont  encore  caractérisés  par  la  condition  (2).  La  preuve  est  la 
même  qu'au  paragraphe  précédent.  Dans  la  démonstration,  il  faut 


igS  TBOisiÈni;  pautie. 

observer  que,  si  p  cl  p'  onl  un  facteur  commun,  ce  facteur  est 
premier  avec  n  par  hypollièsc.  Celle  observation  est  nécessaire 
pour  élablir  qu'un  fadeur  commun  à  y?  cl  p'  appartient  aussi  à  (x. 
Que  l'on  envisage  ensuite  les  arguments  (r,  /•')  pour  lesquels 
pr' —  rp'  est  premier  avec  «,  et  l'on  est  conduit  à  la  considération 
de  n  -\-  I  groupes 


'/'•/''' 


■'y- 


-Mais  il  en  exislc  d  autres,  car /y/'- — /•/>'  peut  être  non  divisible 
par  /(,  sans  être  cependant  premier  avec  n  ;  c'est  ce  qui  arrive  si 
pr' —  rp'  est  divisible  par  «,  ou  a-,  . . .  sans  l'être  par  a*. 

Soit  donc /)/■'  — /•//  divisible  par  «*,  sans  l'èlre  par  rt*'*"'.  On 
pourra  déterminer  vt  par  la  condition 

nt(pr' — rp'j^za''    (iiioda"). 

Mais,  tandis  que  précédemmenl   il    existait    un   seul    nombre  m 

(aux  mulliplcs  près  de  n),  il  en  existe  maintenant  plusieurs.  Soil. 

en  elTel, 

m' (j)r — rp')ra''     (moda")  : 

un  en  conelul 

(/H  —  m')  (pr'  —  rp  )  =  o    ^rnoda"). 

Puisque/)/''  —  /yv' contient  le  facteur  rz',  m  —  /»'  est  assujetti 
seulement  à  contenir  le  facteur  a?  *;  les  diverses  solutions  sont  donc 

m,     «i-    a*-*,     /H  n   afl'-'-*,     ....     ni-t-(a* — i) «''-*. 

Ainsi,  dans  un  même  groupe,  il  v  a  plusieurs  arguments  (/•,  /•") 
caractérisés  par  la  condition 

(9)  />/•'-- /y>' sr^  a*     (nuid./i), 

et  Ir  niuiihre  de  ces  arguments  est  égal  à  r/*. 

Si  l'on  prenail  donc  toutes  les  solutions  (^ /•,/')  (le  la  eongruence 
(9),  à  des  multijjles  près  de  /(,  pour  l'ormer  autant  de  groupes, 
chaque  groupe  serait  répété  un  nombre  de  fois  égal  à  «*.  Cher- 
chons à  éviter  eel  écueil.  Soient  les  deux  arguments  (/■,.  ;■',')  cl 
('"a,  i'\)i  obtenus  en  posant 

/■,  =  /--t-  y,/,,  /■',  ---  r      -  v,/)'. 

/•|  = /■  H- v,/<,         ;•',  =  ;•'-;- v,//. 
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Pour  que  ces  deux  arguments  appartiennent  à  des  groupes  dif- 
férents, il  faut  et  il  suffit  que  /-,  /!,  —  /j /•',  ne  soit  pas  divisible  par 
n.  Or  on  a 

7-1 /-j—  fi  r\  =(vi—v., )(/)/■'—  rp')  ^  (vi  —  'In.) a''     (mod  n). 

Il  est  donc  nécessaire  et  suffisant  de  prendre  les  nombres 
V|,  Vo,  ...  à  des  multiples  près  de  f/'^"*,  par  exemple  dans  la  suite 
o,   1 ,  2,  . . .,  a^~'^  —  I. 

En  outre,  comme/*/',  —  /•,/>' ^  «*,  on  voit  que,  si/-,  est  divisible 
par  «,  i'\  le  sera  également,  et  (r, ,  /•',)  ne  sera  pas  un  /«''^^""^  de  pé- 
riode effective.  On  doit  donc  exclure  les  valeurs  de  la  suite  pré- 
cédente, en  nomljre  f/^^*"',  pour  lesquels  /■-!- v,yj  serait  divisible 
par  a. 

Ainsi,  pour  chaque  exj)osanl  A-  =  i ,  a,  . .  .,  a  —  i ,  ayant  pris  une 
solution  (/■,  /•')  de  la  congruence  (y),  on  ;iura  les  groupes  distincts 
ci-après 

,  ,,  \    'K'a^-'' 

■'  /   /--r-v/jjo     (  mod  «  I. 

Le  nombre  des  groupes  pour  l'exposant  A' est  ainsi  rt^"*  —  «='"*+'; 
pour  l'ensemble  des  exposants  A,  ce  sera 

(a»->—  «''<-5)  ^  (a»-2— «a-^)-^.  .  _^.{a  —  i)  —  «x-i—  i. 

En  V  joignant  les  groiq^es  ci-dessus,  en  nombre  «'■'-(-  i ,  on  retrouve 
le  nombre  a'^-\-  «='"'  =  T{n)  des  groupes,  tel  qu'on  l'a  vu  précé- 
demment. 

En  rapportant  les  arguments  aux  deux  périodes  arbitraires  2(I> 
et  2w',  on  aura,  outre  les  groupes  (8),  ceux-ci 

(i,a*),     ('2,  a''-),     ...,     (X,rt''),     .... 

oîi  A  est  successivement  égal  à  tous  les  nombres  premiers  avec  a, 
inf('rieurs  à  a^^''.  Ce  sont  donc  les  arguments 

aXô)         aiô' 
a'J-         a'^-l' 

oïl  )^,  premier  avec  «,  est  inférieur  à  a'^''^. 
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Cas  où  le  diviseur  est  quelconque. 

l'iiiir  ipic  i\  „,  iliiniR'  |);ir  lu  loiiniilc  (i),  soit  une  n"""'  parlic  de 
])Lrio(lo,  il  l'uni  el  il  siil'fil  que /), />'  el  n  aient  pour  plus  grand 
coninuin  diviseur  l'unité.  Un  groupe  est  formé  avec  les  produits 
d'un  argument  iv„  par  les  nombres  premiers  à  n  el  inférieurs  ù  ii. 

Soii  n  décomposé  en  ses  facteurs  premiers,  n,  l>,  r,  ... 

n  =  a'^b^c': . . . . 

ai-        ■       p         p'  X         I  .  ... 

uujue  Iractiou  '    ou  '-  peut  elre  décomposée  ainsi  : 


p 

II 

-El      El  ^  El 

a''  "^  b''          c' 

_  E±        /"'s        /"'s 
a"'         y-'        cl' 

<  liù(  une  des  fractions  purlicllcs  ('lunl  réduite  à  su  plus  simple  ex- 
pression. De  celte  manière,    h„  u|)paruîl  comiuk"  lu  somme  de  di- 


>l>\1>  •>.p^M  'Xp^tU  J/Jj  tu 

a"  '  "^     a"'    '     ~b»^~  "^  ~b^'~' 

l'iiiir  (pic  ir„  soll  une  /;'""■  puiiic  de  périoile,  il  luul  el  il  sullil 
<pic  l'im  des  cxposanls  //,  /;'  soit  l'gul  ù  a,  l'un  des  exposants  /r.  A' 

égal  ù  ,j Ainsi    i\'„  est  la  somme  de  divers  arguments  n'„,, 

(r„j,  ....  /;,,  n-.,   . .  .  élan!  des  puissances  de  nombres  premiiM-s 

«.  =  a»,        /ij  —  ^?,        iij— cf,         .... 

Pirnoiis  pour  ir„^  le  premier  urguiuenl  diin  :;roupe;  pour  iv„_ 
le  pi'ciiiK'r  uif;umenl  d'un  groupe,  elc.,  cela  de  toutes  les  manières. 
Nous  aurons  ainsi  des  arguments  ii'„  apparlenuiil  à  des  groupes 
différents;  car  la  condition 

/)/•' — r/?'==o      (iiinilnt, 
se  décompose  en 

/'i  '  1  ~  'i  /'i       "     *  '"•"'  "i  '• 
Pi  ''s  —  ''s  /'i       o     (  moil  H  j  ), 


FRAGMENTS    DIVERS.  201 


dont  une,  au  moins,  n'a  |)as  lieu  d'après  riiv[)Olhèsc.  D'après  cela 


1°  Le  nombre  des  groupes  est 


T(  «)  =  '!"(«,)  T(  «.)...  =  «(i-H^-")  (r  +  .^V-.  ■ 
a'  l^e  nombre  des  termes  du  groupe  est 

ç(n)   =  t5(rt|)  Of/ij).  .  .:=  H  (    [ )   (  '  ^   A   )  ■  ■   '  ■ 

3  '  Le  nombre  lolal  des  a„  est 

^(n)T(n\~  n'-(\—^)(i-  ^^) 

'  a'/  \         L>- / 

La  fonction  '■;(/')  csl  bien  connue  en  ArilliniélifpiP,  comme  dé- 
nombrant les  nombres  premiers  à  n  et  inférieurs  à  n. 

Groupes  composés. 

A  l'ensemble  des  ai-guments  iv„  on  a  souvent  besoin  d'adjoindre 
les  divers  arguments  (vj,  où  o  est  l'un  quelconque  des  diviseurs 
de  n.  L'ensemble  de  tous  ces  arguments  compose  celui  des  n"^""^ 
parties  de  périodes  efl'ectives  ou  non,  dont  le  nombre  est  n-,  si  l'on 
y  comprend  l'argument  zéro,  correspondant  à  5  :^  i .  De  là  résulte 
l'égalité  aritliméliquc 

l-^(3)T(o)=.n2, 

oîi  0  est  successivement  égal  aux  divers  diviseurs  de  n,  y  compris 
n  et  l'unité. 

Semblablement,  si  au  groupe  (n'„)  on  adjoint  les  produits  des 
u'„  par  les  nombres  non  premiers  avec  /!,  on  obtient  un  groupe 
composé  qui  contient  des  /i^'""'^  parties  de  période  non  elTectives, 
des  H'5,  tvg',  ....  Pour  obtenir  un  argument  it's,  il  faut  multiplier 

par  un  nombre  m ,  ^  ,  ou  /»,  est  premier  avec  o.  rour  que  cet  ar- 
gument soil  obtenu  une  seule  fois,  il  huit  que  /»,  si)it  inférieur 
à  0  de  telle  sorte  que  — ^  soit  inférieur  à  n.  Du  reste  on  obtient 
des  arguments  tous  diflerenis  entre  eux  quand  on   multiplie  (v„ 


202  TROISIÈME    TAItTlK. 

liai'  les  Domines  i .  '.>,  . . . .  ii  —  i .  De  hi 

2o(8)=  n, 

relation  arillimétiqiie  Ijieii  conntii'. 

Mais,  si  l'on  prend  ainsi  pour  cliaque  premier  argument  ir„  le 
groupe  composé,  les  arguments  n-g  se  trouvent,  dans  l'ensemble, 
répétés  plusieurs  fois.  Dans  l'ensemhlc  des  T(/?)  groupes,  il  y  a 
T(7?)«)(5)  arguments  nç.  Comme  le  nombre  des  argument  (vg  dis- 
tincts est  seulement  T(o)s(o),  on  voit  fpie  chacun  d'eux  est  ré- 
pété un  nombre  de  fois  égal  à 

a' .  y .  ...  étant  les  facteurs  premiers  qui  l'iilreiil  (hms  //  sans  en- 
trer dans  0. 

Soit,  par  exemple,  h  =  120  ^  2^.  3  .5,  T(«)  =^  288.  Les  n-o  ou 
demi-périodes  sont  répétées  chacune  vfS  fois,  les  ir.,  72  fois,  les 
(1-  48  fois,  les  (V,o  16  lois,  etc. 

Groupes  cycliques. 

Au  li(_Mi  de  multiplier  un  argument  n„  par  les  t5(n)  nombres 
premiers  à  »,  on  peut  le  multiplier  par  les  puissances  d'un  tel 
nombre.  On  forme  ainsi  le  groupe  cycliqia 


H-'i„. 


comprenant  des  termes  dont  le  nombre  /•  est  marqué  par  le  plus 

polit  exposant  /.'  (hormis  zéro")  (pii  satisfait  à  la  condition 

JJl*'  I        (  lllOll  II  ). 

On  sait,  par  le  théorème  de  Fermai,  que  cet  exposant  k  est  égal 
à  'Si{n\  nu  à  un  diviseur  de  »(n).  Si  jx  peut  êtr<;  choisi  de  telle 
sorte  qu'on  ail  /,-tçs(h),  Ic  groupe  ainsi  formé  ne  dillère 
pas,  sauf  par  Ididrc  des  termes,  du  gioupe  délini  précédemment. 
(!rlul-ei  est  donc  cMlirpie.  Soit,  au  contraire,  A  «<  t5(/j);  les  o(/i) 

arguments  se  ripartnimt  en  ^^  —  groupes  c\  cliques  .  et  I  ensemlile 
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de  tous  les  arguments  n'„  i'ormera  T(n)  ■'   .      =^  T,  («)  groupes  cy- 
cliques. 


Théorème  général  sur  les  fonctions  cycliques. 

Arrivons  mainicnant  aux  conséquences  algébriques  de  la  répar- 
tition en  groupes.  Nous  devons  d'abord  rappeler  que  les  l'onction  s  jj, 
pour  toutes  les  71"^""='  parties  de  périodes,  effectives  ou  non,  sont 
les  racines  d'un  polynôme  ']<„(«),  entier  par  rapport  à  l'inconnue 

x  =  pa,  ou  bien-^^, —  si  n  est  pair.  Dans  ce  polynôme,  le  terme 

du  plus  haut  degré  en  x  est  purement  numérique,  les  autres 
entiers  en  g-,  et  ^^3,  et  l'homogénéité  y  est  respectée.  Quand  n  est 
un  nombre  composé,  ce  pc>lynôme  est  décomposable  en  facteurs 

o.„(«)-ri08, 

dont  chacun.  Os,  a  pour  racines  les  fonctions  p  des  arguments  tvg, 
3  étant  un  diviseur  de  n.  Ciiacun  de  ces  facteurs  Qg  a  aussi  les 
mêmes  caractères  algébriques  que  '|„  ;  le  premier  coefficient  est 
numérique,  et  les  autres  sont  entiers  en  gn  et  g^^.  Supposons  en 
effet  qu'il  en  soit  ainsi  pour  tout  nombre  composé  de  v  facteurs 
premiers  égaux  ou  inégaux,  et  soit  /»  un  nombre  c(jmprcnant 
V  +  I  facteurs  premiers.  Les  diviseurs  de  /(,  autres  que  /*  lui-même, 
ont  moins  de  V -1- I  facteurs;  donc  tous  les  ôg,  où  0  <  «,  ont  les 
caractères  énoncés.  Mais  on  a 

J/,,  -=o„n05, 

et  le  quotient  de  A,,  par  FlGs,  qui  est  un  pohnônie  entier,  aura  les 
mêmes  caractères. 

On  doit  observer  en  outre  que  les  ir,,  (  sauf  l'unique  cas  /i  =  2) 
sont  deux  à  deux  égaux  et  de  signe  contraire;  car  n'/,  et  —  (v»  sont 
en  même  temps  des  n'''"^^  parties  de  périodes,  et  sont  distinctes, 
l'équation  »•„  ;^  —  (t'„  exigeant  2(v„  ^  o,  ou  (V„  :=  demi-période. 
Les  fonctions  piv,,  sont  donc  en  nombre  ~'f(ii)T(ii). 

Ainsi  les  quantités  .r  =  pw„  sont  les  racines  d' un  polynôme 
9„(x),  de  degré  |^cp(«)T(«),  dont  le  premier  coefficient  est  nu- 
mérique et  dont  les  coefficients  sont  entiers  en  g-,  et  g^. 
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Corollaire.  —  Les  sommes  de  leurs  puissances  semblables  (à 
e.rposant  entier  et  positif  )  sont  des  fonctions  entières  de  g^  et 

Nous  appellerons  fonction  cyclique  loiilc  fonclion  rationnelle 
(les  svniboles  p  el  p'  ap|)li(jiiés  aux  arj^umcnls  d'un  groupe  cv- 
rli(]iK'  cl  en  outre  syni('ln(jue  piir  r;i|)|i(iii  à  ces  arguments,  el  ne 
eontonani  aucune  irrallonncllo.  Lne  telle  fonction  F  a  seulement 
ï,(«)  valeurs.  Elle  <lépend  algébricpienicnl  de  g-x  g\.  g^  :  elle  doit 
donc  être  racine  d'une  équation  de  degré  T,  («),  à  coeffieients 
rationnels.  Voici  comment  on  peut,  en  elTet,  le  prouver. 

Soit  iv  l'un  des  arguments  du  cvcle.  Tous  les  autres  sont  des 
multiples  entiers  de  u' ;  toutes  les  fonctions  jd  el  ji' de  ces  argu- 
ments sont  donc  exprimables  rationnellemenl  par  piv  el  p'iv.  On 
a  donc 

(lo)  F=.\-r-lîp'ir, 

A  cl  B  ('tau!  rationnels  en  pu'.  Mais  hi  Ininiioii,  élanl  sj'métrique, 
ne  change  pas  quand  on  \  rcmpiiiri'  n-  jKir  un  ;niln'  argument  du 
groupe.  On  a  donc,  en  désignant  pnrl'"i,  Fo,  ...  la  même  fonc- 
lion avec  les  autres  arguments  et  par  v  le  nombre  des  arguments, 


Kl 


•V,). 


Ainsi  1  Ou  peut  luellie  V  sous  la  forme  dune  somme  de  v  fonc- 
tions, I  liarunc  d'un  seul  argument.  La  somme  des  (onelions  F 
pour  les  divers  groupes  devient  ainsi  la  somme  de  ï;(/i)ï(/i) 
fonctions,  dont  chacune  contient  un  seul  argument,  el  tous  les 
arguments  n'„  s'y  trouvent.  .'Vinsi  la  somme  des  fonctions  F  pour 

li)ij>  les  :;r()ii])es  est  égale  à  -  ÏA,  cette  somme  apj>li(]U('e  à  tous 

les  arguments  (V'„  ;  caria  siinimr  ÏH  p'n'  est  ntdie,  les  argunienis 

('■la  ni  lie  11  \  à  deux  (''gaiix  el  de  signe  o])posi''.  Donc  en  lin  ï  1'"       7  -•^. 

celte  somme  a|>|)lii|uiJe  à  toutes  les  racines  j:  tle  0«.  C'est  une  fonc- 
tion svm('lii(]ue  des  racines  tle  0,,;  elle  peut  donc  s'exprimer  ra- 
tionnellement pai-  les  eoeflicieiMs  dr  ee  polynôme,  qui  sont  eux- 
mêmes  rationnels  en  g.^  el  ^'3. 

Ce  (pi'on  \  il  ni  ilc  duc  pour  1''  s'applique  aussi  bien  à  son  carré. 
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son  cube,  etc.;  donc  î  F'"  esl  ralionncllemenL  exprimable  en  g-, 
et  ^3.  c.  Q.  F.  n. 

Ainsi  toute  fonction  cj  c/iqitc  est  racine  (V une  équation  algé- 
brique, dont  le  degré  est  égal  au  nombre  des  cycles,  et  dont 
les  coefficients  sont  rationnels  en  g-,  et  g;i. 

On  vient  de  reconnaître  que  dans  SF  la  partie  impaire  Bp'n' 
disparaît.  Cette  partie  peut  être  écartée  avant  la  transformation. 
En  eiïcl,  F,  exprimé  sous  sa  forme  primitive  par  les  divers  argu- 
ments, aura  un  dénominateur  ne  contenant  que  des  symboles  p. 
Or  rex[)ression  de  pnnv  ne  contient  que  pw;  en  la  différentiant, 
on  voit  (pie  p' nnv  est  le  produit  de  p'iv  par  une  fonction  de  pw. 
Un  produit  do  /.•  facteurs  p  donne  lieu  à  une  fonction  rationnelle 
de  ,p(v,  multipliée  par  (p' iv )''  ;  ce  dernier  facteur  est  lui-même  une 
foiiclion  rationnelle  de  ptv  si  A  est  pair;  mais  il  restera  un  fac- 
teur j)'(i'  si  /i  est  impair.  On  devra  donc  distinguer  les  parties 
paires,  comprenant  un  nombre  pair  de  facteurs  p' ,  et  les  parties 
Impaires;  ces  dernières  disparaissent  de  la  somme. 

Par  exemple,  soit 

(III  1'  =  ,p'<'p'''i  Ji'i'î  •  ■  •  , 

c,  ('i,  f.i,.  .  .  étant  des  arguments  du  gi(uipe  cyclique. 

Si  le  nombre  des  facteurs  est  impair,  toutes  les  sommes  de  puis- 
sances impaires  seront  nulles  :  l'équation  en  F  mancpiera  de  tous 
les  Icrmes  de  rang  pair. 

Théorème  sur  les  fonctions  cycliques  entières. 

Une  fonction  cyclique  est  entière  (piand  le  dénominateur,  ré- 
duit à  une  fonction  entière  des  symboles  p  seulement,  est  pure- 
ment numérique. 

Telle  est  la  fonction  (i  i).  Le  théorème  qui  les  concerne  consiste 
en  ce  que  l'équation  4>  =  o  dont  dépend  une  fonction  cyclique 
entière  a  ses  coefficients  entiers  en  g^  et  g-i,  le  premier  coeffi- 
cient étant  numérique.  C'est  la  même  propriété  que  pour  les 
fonctions  6„. 

En  eii'et,  les  coefdcients  de  l'équation  6„  =  o  étant  entiers  en 
^•.1  cl  ^^:i,  et  le  premier  d'entre  eux  purement  numérique,  les  ra- 
cines Jj(i<'/;)  de  cette  équation  restent  finies  pour   toutes  les  va- 
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leurs  finies  de  g-,  el  de  i,'3.  Or  les  sommes  des  puissances  sembla- 
bles des  racines  de  <I>  =  o,  el  par  suite  les  coefficients  de  celte 
équation,  sont  des  fonctions  entières  des  quantités  jj((r„).  Donc 
ces  cocflicienls  resteront  finis,  (picls  que  soient  i'o  et  g^^  el  seront 
enliei-s  par  ra|)porl  à  ces  ([uantili-s. 

Sur  le  calcul  de  la  fonction  0,,. 

Les  séries  à  double  entrée  fouruissenl  un  niojcn  de  calculer  les 
sommes  des  puissances  semblables  des  symboles  jj  pour  le  groupe 
comjjlcl  des  arf^umenls  (v„.  Prenons  le  développement  (loidc  la 
pafjc  369  du  Tonii'  I 


w 

el  nieltons-v  pour  (/  rarf;umeiil 


u  = 


On  Irouve,  pour  le  terme  général  sous  le  signe  sommaloirr 


(arto  ■+■  2/"' 10')!*+* 


{r=p'-inn,         r'  =  p'--in'n\. 


Ainsi  /■  et  /'  prennent  toutes  les  valeurs  congrues  à  /)  et  //  sui- 
vant le  diviseur  n . 

Si  l'on  prend  les  n-  — •  1  arguments  11  qui  sont  des  /("""'  de  pé- 
riodes cn'eclivcs  ou  non,  la  somme  des  n-  — ■  i  séries  analogui's  con- 
liondra  loirs  les  termes  où  /•,  /•'  ne  sont  pas  à  la  fois  multiples  de 
n.  l'our  avoii-  toutes  les  périodes,  il  \'  manque  les  termes 


y 


nV-** 


(iriiiti  -t-  ji  r' /nu' )V- '  -      ji^  ifV-^- 
(  )ii  ;i  iloiir 


^y'P»- 


=  ,-l,,!^^a-,-■;:^/,.^.--l,.V^^. 


Cette  somme  est  nulle  si  a  est  im|)air.   l-ii  supposant  u.  pair  r=  av 
el 


FRAGMENTS    DIVERS.  2O7 

on  a  (t.  I,  p.  36d) 

Ainsi,  en  observant  que  cliaque  fonclion  p  a  élé  oljtenue  deux 
l'ois 


(12) 


^Jl--',„_,  =  i..i,,!(rt2V+2_,)c,_^l. 


Soient  posés,  pour  le  nombre /;  décomposé  en  ses  facteurs  pre- 
miers 

Il  =  a'^b?c': . . . , 

Si  l'on  fait  la  somme  pour  les  arguments  (i„  seuls,  on  aura 

Effectivement:  i"  la  l'onction -jg.  jouit  de  la  propriété  qn"ap[)li- 
(juée  à  tous  les  diviseurs  de  /;,  y  compris  i  et/?,  elle  donne 


)  =  llV-. 


Pour  le   prouver,  il  sufdt  d'observer  que   fuJ^)  peut  s'obtenir 
linsi.  Prenons  les  diverses  suites 


av-r    '^ 


V        «H-/  V        ai"/ 


et  formons  le  produit  obtenu  en  prenant  un  (acteur  dans  chacune 
des  lignes.  Ce  sera  un  des  termes  tp|A(o).  On  a  tous  les  Çoi(3)  en 
prenant  toutes  les  combinaisons  analogues.  Donc  Sc2(j,(o)  s'obtient 
en  faisantla  somme  des  termes  de  la  première  ligne,  de  la  deuxième 
ligne,  de  la  troisième,  etc.  et  multipliant  entre  elles  ces  sommes. 
Donc  le  produit  sera  aV-^  bv-i' cV-^  .  . .  =  nv-. 

c.    y.   F.   ij. 
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2"  Supposons  l"éj;alilc  (il))  prouvée  puui-  IduI  iiomljn'  /(,  ;iv;iiil 
A- facteurs  diirérenls  ou  non,  cl  supposons  que  n  ail  un  fadeur  île 
plus.  Ou  a.  (laus  l'é^'alili'  (ivi), 

OÙ  s,  5',  . .  .  sont  les  diviseur»  de  /(,  sauf  ii  l't  /'ti/iiti'.  l'our  tous 
ces  diviseurs,  le  noinlnc  des  fadeurs  ne  surpassant  jjas/.,  I  éf;alili'- 
(i3)  est  supposée  exacte.  D'a|)rès  la  relation  (i4)i  on  en  concluia 
la  relation  (i3)  pour  ii .  Klle  est  prouvée  pour  le  cas  où  n  est  pie 
niier,  car  alors  les  relations  (laj  cl  (i3)  coïncident:  elle  est  doue 
gé liera leni (Mit  prouvée. 

Parcelle  relation,  nous  connaissons  l'expression  des  sonmii- 
sjinétricpies  formées  avec  les  dérivées  d'ordre  pair  des  _p(  (V„'i.  Un 
passera  de  là  aux  sommes  de  puissances  semblables  par  les  for- 
mules de  décomposition  des  puissances  de  j)  en  éléuienls  simples 
(t.  I,  p.  2o3).  Ou  en  conclura 

\'  ,         ,         '   ,  •  •    /  1  I      \ 

^^  IV.  I  y  V  I  (>   •  :>.  '    / 

V  /         M         I     I  0!  1  i  ■>'>         .,"1 

I  j   ■  ■        ;■<.  'J  "  ■ 


I 

u8c>  I  (io 


X'oiei  une  formule  gé^nérale  pour  ces  si)mnu'>. 
Soil 

On  a 

O'")"-'--         ..,;,     .,  1      ,  '  ...-r-'V_._A„,      , 

On  a  d'ailleurs  généraleiucn; 

n (JX-J)  «  =    . —  I  •)  /  —  ■•  )   f,  •^.  .  .  . 
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Par  conséquenl 

p  =  m 

^d  (■2m  —  2/)-l-l)! 

p=0 

Telle  est  la  lormule  de  décomjjosition  en  éléments  simples,  ob- 
tenue suivant  les  règles  usuelles.  On  en  conclut 


p  =  fn  —1 


■>.  m  —  2/1  -i-  I 

l'our  m  =^  \,  on  a 

A„=  1,         A2=  Jcj,         A3=5c.-j, 
Ai  =  5c4+ioc^,        A5=  Scj-i- 20C2C3        ..., 

^2  ^  ^3  A'I  ^  3^-2^3 

20  28  2*. 3. 52  2 '.5. 7.  Il 

.^d  2^3.5  \2I.7.  Il         2'. 7         2-', 7         ■    / 

l'our  /H  =  j, 

V,                \r          '■'■•                          ^         6C2C4  ,                               ()C|                                   6C2C44-l5c| 
••*_^  <  ,P  »■"  )    =  77  '  ?12  -    ?2  )  H ^-  IÇs  —  ?2)  +  -^  (VC  —  92  )H ^ ^  (?4  —  92) 

-I-  (  6  Cs  +  3o  C2  C;  4-1  5  C  J  +  20  c|)  cp2 . 

Mais  la  séparation  des  termes  est  déjà  très  laborieuse. 

Calcul  de  quelques  fonctions  symétriques. 

Soit  i-,  =:N  jju',,  appliqué  à  un  groupe  de  'f{n)  termes. 
Pour  les  divers  groupes,  on  a  manifestement 

2^1  =  0,  ^if=a^2,  2«î=!35'3. 

_]^*ï   =  ïo5'  ^■n=5é'2S-3,  


et  il  faut  calculer  les  coefficients  numériques  a,  [3,  ...,  on  voit 

III.  i4 


■21U  TROISIÈME    PARTIE. 

que  jusqu'à  7  s',  inclusivement,  il  _v  a  un  seul  coefficienl,  qu'on 

peut  donc  calculer  en  supposant  A  =  o. 

A  cet  effet,  nous  ferons  m'  inlini.  Il  v  a  alors  un  seul  groupe  où 

les  arffunients  ne  soient  pas  inlinis  ;  ce  sera  —  >  ^— 

On  a  alors,  en  général, 

p='  p=' 

^"  ~  «=  '^  JL  (it  11:2/) toi*  "~  2tôî ^  /y' ' 


Pour  tous  les  groupes,  sauf  le  premier, 


tanclis  que,  pour  le  premier  groupe. 

Soit  — -  >  —  ;=  A.  Pour  évaluer  s,  pour  le  premier  jjrciupe. 

2(1)-  .^^  p-  •    I  I  r'  I 

nous  savons  qu'on  a 

c'est-à-dire 

il  —  |T(  /i  I  —  I  |  =  (n).\  r=  o. 

Soit  niainlenant  à  calculer    >  s\.  Cette  somme  se   compose   : 

1°  du  s]  du  premier  groupe;   2"  de  ceux  des  autres  groupes,  pour 
chacun  desquels  on  a  *i  =; — »(/<)A. 
La  siimmc  de  ces  .vj  sera 

[iT«)— l]ç(n)V\'; 
dune 

Vi}=[Ti/i;— i)'o(/iiV\î^[Ti/i)  — i]o(/i)'.\i 
-  T(/i»[T(/i^— il3(/j)».V». 
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Semblablement 

^4i  =  [T(,r)-i]3o(«)3A3-[T(«)-i]?(«/''-^-' 

_2^i•  =  |[T(n)-l]5-T(re)^-I|o(«)■^\^ 


Telles  sont  les  expressions  auxc|iielles  les  sommes  se  réduisent 
pour  (,/ infini.  Il  reste  à  évaluer  A.  Or,  parle  développement  de  dé- 
générescence, on  a 


'/-  ^dp-  ^Mp>  ^n« 


ip-  ^^p- 

"-        3         i5  189 


el,  par  conséquent, 


^p'       G  '        2dp'  ~  2.32.5'        ^^«  =  s^TIT;  ' 

\2dj^)  "^  ^.2dp''' 


Mais  on  a 

9, .  Go 
^2  = 


.1)0'^     I     _     j  ,     ■^     I 

A2=  '  fV-LV^  J_  y_L  =  j.^. 

4c"*V'^/'V         «w'^jy-       22    3' 


donc 

2^?=T(/0[T(/i)-.]9i«)^fJ 


21  a  TROISIÈME    l'AHTIE. 

(Jti  aura  oiisuilc 


--m 

2^}  =  l[T(n)-.]^-^T(«)-ito(«)»^, 
2^î=îlT(/0-'p-T(«)^.lo(n)»Ç^S 
2*î  =  i[T(«)->]'+T(n)-ijo(n)«(Ç)VxC)A, 

2]^î  =  |[T(«)-.r-T(«)-i|?(n)'ff;9' 

\m  lieu  lies  groupes  des  \v„,  si  l'on  prend  les  groupes  compo- 
srs,  on  aura  à  remplacer  simplement  '■5(/>)  par  n  —  i . 
Dans  le  cas  diiu  nombre  premier,  on  a 

o{n)=  n  —  1,         T(n) — i  =  n, 

V,j  =  „(„»^,)(«->)»g  f . 
Suit 


I  i:"ii  *'■' +  /)!*■''-' -t-/)ji'''-'-+-/>is'''-'  +  .. .  =  o 


(*  j  À  inconnu. 
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l'équation  dont  s,  est  racine  ;  on  aura 

I  V  c-  n(n-hi)(n  —  iy-  g^ 

_       IV.:)_       n{n''-~-\)(n  —  \Y  g% 


8   \I2 

=       h  72  f  [5«M«+0(«~ï)-G«('i'-0](«-i)= 

=  -t;^  ^'  ■Ç«(«-0(n-r-i)«(rt-2)(«-3), 
3o  12    8 


On  peut  de  même  calculer  les  autres  fonctions  symétriques, 
aux  multiples  près  de  A. 

Parlons  toujours  des  groupes  simples,  et  considérons  les 
8-2  =  ll{pw,i)-.  Dans  tout  groupe  autre  que  le  premier,  on  a 
Si=^  'f  I A-.  Donc  la  somme  des  s^  correspondants  sera 

(T-I;!f,A2  =  ((p2-tp,)A.^ 

et  le  So  du  premier  groupe  sera  donné  par  l'équation 

la  dernière  somme  étant  étendue  à  tous  les  pw,,  distincts. 
Mais  on  a  trouvé  (  page  ao8) 

Donc,  pour  le  premier  groupe, 

«2  =  (it?*+?i)A.^ 
i,s,  =  iT  — i)3,A(i(pi-htpi)A2; 


2I.'|  TROISIÈMK    l'AHTIE. 

|)(iiii'  iliiiciin  (les    1  —  i  aulrcs  g^roiipes, 

i|fî=  o}  A'. 
Donc 

S<rnl)l:ililrtniri( 

«;  i'i  -^  (T  —  i)-©}  A'dçi-r  çi  )  A'  (premier  groupe), 
=  ç'Ai  (autres  groupes); 

i:iî*ï  =  (T-i)îoî(^(?>+ç.,)A'  +  (T-i)çîA* 
<l  <lc  int'inc 


12      8 


*i  =  i(i?*^?.)=-(T-i)<pîl(gy' 

=  (1*5?*-*-  I?t?t-|-?1?!)  (^j     • 


l^es  résullals  trouvés  suffisent  déjà  pour  former  l'i'ijual ion  (i5), 
lorsque  n  =:  A.  Ainsi,  que  l'on  prenne  réqnalion 

(  s  —  SA)  {s  -r-  /.)'  =  js*  —  G/.-iî  —  8/. 'i  —  3/.' , 

(|u"iiii  V  remplace  /r  par  '.A,  puis  s  par  y.p,  on  aura  a''!»),  l'^n  inri- 
lanl    V  au  lieu  lie  /r  cl  p  au  lieu  de  s,  on  aura  'ii  ;  /.-'  devra  èlre 

l'cniplacé  par-"-)  /r'  par'"-j  /,  '  par(--  I   ,  el  il  viendra 

l'diir  //  i^  j,  d  V  a  un   ciielliiienl  nnii  ediniu.  ()ri   pourra  cerire 
(S  —  iA){s  -r  /i  )' -t-  -ji' a  A  =  o; 

/     1  •  I  '  i  '-"^  4<>> 

/•    (Icvia  rire  n  nipl.icr  par  ,(  v  cl   v   par    >/,  ou    t  s=:  p  -.-  -\-  p  -r  ■ 

(  l[i  aui  a  aiuM 

(/  —  loA)(/-t-aA)'-t-oA  =  o 


où,  symboliquement,  -4^=  ^' ,  A''  —  -^  ,  A'  =  (^Y,  A'  —  *"'  ^"^ 


FRAGMENTS    DIVERS.  2l5 

^,A^'^f,A'  =  (^)\A'=^^, 

Il  8  \I2/  12     S 

^o__/sij    par  exemple. 

Il  s'agit  de  déterminer  le  coefficient  a. 

Dans  ce  but,  nous  prendrons  le  cas  .i^o  =  o,  ^-3=1,  qui  offre 
des  simplifications  considérables.  Le  dernier  terme  s'y  réduira  à 
—  27a.  Connaissant  ce  dernier  terme,  nous  en  déduirons  a. 

Cour  ^2  ^  o,  g3=  1 ,  on  a 

'l'2  =  —  P'=   ■/ip^—1, 

'!':;=  3p(p'—i). 

■%  =  p'(— 2p6+IOp3-l-l), 

'J>5=(4P^— 0M2P«— IOp3_i)_27Jl3(p3_,)3, 

=  5(pi2-,9po_3p6+5p3_|). 


Il  y  a  donc  quatre  quantités  (  p  —  )  =  x  racines  de  l'équation 

x''  —  lyx^ —  3x'--4-  5a;  —  i  =  o. 

Ona 

'l'-î          ,    V  OP^  «  -^  I 
p  a  +  p  2  !<  =  3  p  ît  —  14  =  p  (  (t  )  ^i- 

Le  carré  du  produit  des  racines  t  est  donc 

n-'ii!^ 

appliqué  à  tous  les  p  racines  de  ij  =:  o,  c'est-à-dire 

-'(ni^)' 

appliqué  aux  racines  x  de  l'équation 

F(a-)  =  (4-r  —  i)-{7.x- —  \ox  —  i)  —  2';x{.v  —  i)^. 
Le  carré  en  question  est  donc 


4  F(i)  ^*M 


ai6  Tiinisifcvir  puitie. 

Mais 

5*F(— ^)  =  (4-i-5)«(2-i-io.5— 5')  — 27(1-1-5;»  =  — 5.i« 
4'F(;)  =---27(1-4)'=  3«. 

On  a  donc  —  \{ —  5)'   ou  5-  pour  le  carré  demandé.  El  maiii- 
tcnanl   le  produit  lui-mènic  esl-il  -t- 5  ou   — 5?  On  a  la   racine 

210,    ,       4<>Jî     ,  ,,       .  ...  2a>',    .        ^t»',      ,  ,,       .      , 

p—r  -hp—r-  réelle  el  positive,  p  -j-? -t- J3  — ?-■  réelle  et  néga- 
tive, et  les  autres  imaffinaires  et  conjnj^uées  deux  à  <leux.  Le  pro- 
duit est  donc  négMlil:  ilunc  le  dcrniiT  Uiinc  de  !"é(|ualioii  en  t 
est  —  5.  Ainsi 

27a  =  —  5,        a  =  A 
et 

(/  —  ioA)(/-i-2A)5-f-^  A  =  0, 

en   posant  sjniholiijnenieiit  A°  =  (  —  1   • 

Il  est  à  remarcpier  que  le  dernier  lernie.  a|)rès  développement, 
ne  contient  plus  g-,. 
C'est,  en  effet, 


D'après  le  développement 

(x  —  5)(ar-i-i)«=  x^ —  ijx* —  40^'—  i^^' —  24  .T  —  5, 

on  Mura  l'équation 

/«-  i5.2»^/»— 40.2'  C- ''-45.2'/^V/« 
12  8  \  1 2  / 

128  \  2'  / 

ou 

/8-5^,/»-4o,i'j/«-5^?/5^  »£rtg,i      5ir\  -o. 

(  Biuoseiii,  Comptes  rendus.  1.  l.X\!\.  |i.  lofiy.'l 


f  ",(in>iilii  (MIS  I  r\pr("-siiiii 


^  /  2<ô\    _    C  "' 
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C'est  une  fonction  algébrique  de  p  —,  g-,  g^.  Pour  le  prouver, 
que  l'on  prenne 


(o'm)'"*"' 


1  c  2to 

et  qu  on  y  tasse  (/  =  —  ,  on  a 


n 


'  —  ) 
n 


2 

r,w  "' 

e 

n- 

^ 

2W 

_ 

n  J 

~     S 

r,(o 

— 

e 

n= 

■j 

2(o 

_ 

// 

_ 

Ainsi,   les  puissances   /((/(-l-a)  et  /;(«  —  2)  de  y —  sont  des 

fonctions  entières.  Par  leur  quotient,  on  conclut  cpu'  la  puissance 
4/*  est  rationnelle. 

Prenons,  d'autre  part,  'i,/»)  pour  u  ^  — ;  on  a 

^',A^]  =     '"»  —, — '  .  ,    .,  c    n  (  —  -t-  /i  )     =  ~:  « 

La   puissance  /(-  étant  ainsi  rationnelle,  on  voit  maintenant  que 

la  puissance  an  l'est  aussi,  en  p  —  et  p'  —  ■  Quant  à  p'.  on  voit, 

par  le  changement  du  signe  de  w,  qu'il  n'y  entre  point.  C'est  ce 
qu'on  voit  aussi  par  cette  considération,  que  '^n+i  et  di'„  contiennent 
en  même  temps  ou  ne  contiennent  pas  le  facteur  p'. 

Il  est  donc  établi  que  y-"  est  une  fonction  rationnelle  de  p  —  » 

de  g2  et  de  g^.  On  ])ourrait  prouver  que  le  dénominateur  (réduit 

à  être  indépendant  de  p  -—  par  le  moyen  de  'l,,  =  o)  se  réduit  à 

une  puissance  du  discriminant;  mais  ce  n'est  pas  utile.  Ce  qui 
importe,  c'est  que  cette  fonction  rationnelle  ne  devient  infinie 
pour  aucune  valeur  des  invariants  go  et  gs  ;  cela  résulte  immédia- 
tement de  ce  que /"'"+-'  =  <li„_f_,  est  un  polynôme  entier  en  g-,,  gs, 

iC)  ,  1w  ,,  2  0)  ,  2C0  ,        .  . 

p  —  >  p  —  )  et  que,  d  autre  part,  p  —  et  p  —  ne  deviennent  ja- 
mais infinis. 


2l8  TROISIÈME   PARTIR. 

Lcx pression  y-"  rcst;mi  toujinji-.  linic,  les  fonctions  cycliques 
correspondantes  sonl  r;i(  iiics  (ré(|ii:ilii(ns  à  coefficients  entiers. 

(Le  rapprochement  avec  la  combinaison  particulière  -;;; —  >   rela- 
llvcnicnl  au  cas  n  =  a,  doit  être  fait.) 

[On  peut  aussi  employer  la  fonction  analogue  à  •^,  savoir 

=  a^ -i- Oipu -}- Uip  u -h  . . .  H- a„-ip"-^  u. 


2W 
II 


I 


l'.ir  l'aiialvse  employée  au  Toiiie  1,  on  voil  que  les  coefficients  a 
ni  (les  tondions  entières  de  p  —  et  p  —  avec  un  clinoininalenr 

^H-i  (      '  )•  l'^'i  pieiKinl  l;i  dérivée  rt '*"'"' et  faisant  //  =  — ' , 
'  "      V  /i  /  '  Il 


loiiiuuiii  v 
1)11  aura 


nu/-"  exprimi'  inlioimelleineiil,  avec  le  dénominateur -i,,.,  (  — -  )  ' 

coniiiic  Udiis  I  avons  aiis>i  par  le  <pinlicnl  .-^^-J 

La  fonction  eyeli(pie  que  Ion  euvisaj^e ,  c'est  le  pioduit  des 
fonctions  /"(du  un  demi-produit)  pour  un  i;n)upe  simple,  composé 
ou  eyeli(pie.  La  puissance  a/;  de  ce  pi-oduit  est  une  loiiclion  ration- 
nelle c_ycli(|ni'  ;  mais  on  \a  nconiiaitic  tout  de  suite  que  des  puis- 
sances, d'exijosaul  indépendant  de  /),  le  sont  aussi. 

A  cet  edet,  s'il  s'agit  d'un  groupe  cycli(]ue  quelcompie  n',  aiv. 
7.'-w,  .  .  . ,  on  devra  considérer 

a'  r|i7i 

(.tfire      "■  / 

('diang<-ant  successivement  iv  en  aiw  a-iv.  ...  et  faisant  le  pio- 
duit, ou  aura 
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Mais  ces  cycles  spéciaux  ne  doivent  pas  nous  arrêter,  et  nous 
devons  surtout  considérer  le  groupe  simple  et  le  groupe  composé. 
Dans  l'un  et  l'autre  cas,  il  suffit  de  considérer 

oiip  est  premier  avec  n,  et  de  Caire  le  produit 


a  la 


/(«"') 


p-—i 


On  reconnaît  ainsi  que  la  puissance  jï-  —  i  est  une  fonction 
entière. 

Il  convient  de  s'arrêter  ici  quelque  peu. 

Soit  n  impair  et  non  multiple  de  3  ;  on  pourra  prendre  succes- 
sivement/) ^  2  et/p  =  (),  par  exemple; 

[U/{xw)]^     et     [n/(a.v)]" 

sont  fonctions  entières  et 

est  rationnel. 

Ainsi   I  I   y(a«'j  est  une  fonction  cyclique  pour  n  =  6 1  ±z  i. 
(C'est  ce  qu'on  peut  prouver  aussi,  avec  Kiepert,  par  la  formide 

(tSw  /(2w)2/(w) 

P  "■  -  P^"'  =  ^....,».^.  =       /(3.V)       ' 
qui  donne  dans  ce  cas,  2  et  3  élant  premiers  avec  n, 

Y\  p  ^  "' — p  ^^"'  >^-^'\  IX -^^  '^  "'■•  ■ 

Mais   chaque   facteur   est  double    au    pi-einier    membre  ;    donc 

¥ly(a(v)  est  lui-même  entier  et  rationnel.") 

Soit  «  :=  6/ -+-3.  On  peut  prendre /)  =  2,  et  I  l/(a(v  M  sera 
entier  et  rationnel. 

Si  n  =  6/±  2,  alors  on  pourra  prendre/^  ^=  3,  et 


iWf-n 


y:i- 


aao  TROISIÈME   PARTIE. 

Mais  I  j'ia  est  lui-même  un  carré,  en  sorte  que  (  1  \/)  est  une 
fonction  cyclique. 

Si  /(  =  6l,p-  —  I  est  divisible  par  2.4  ',  (  I  1./")  est  une  l'onction 
cyclique. 

Les  mêmes  choses  onl  lieu  pour  le  groupe  composé. 

En    vue    d'étahlir   li'qualion    à    Nuiiirlle    satisfail    la    fonclion 

F=  I  ly,  examinons  l'expression   de  cette  fonction  en  produit. 

en  partant  de  la  formule  delà  pagcaiti,  et  supposons  qu'il  s'agisse 
du  groupe  composé. 

I?        1       ..      .  '■f'Oi    ,    ■>.A'ii}'      .  .  j 

Kn  aumettant  que  -, soit  un  argument  du  Erroupc,  on 

aura  les  autres  par  la  subslilulion  do  )./,■,  /. /■'  à  /.■  et  /,'.  ).  étant  suc- 
cessivement I,  ■> /(       1.   et  l'on  pourr.i  prendre  A''=  1  (si 

toutefois  A'  n'est  pas  nul  ). 
On  aura  ainsi 


n=n 


I 


■f.kX  w       aXu)'  V 
.=„_,l       —  e    "     V"      yqnK,,      Jy^-e     "      q")        J 

'■^-  in  '-^—-^1^  n  ■  -  ''t^^  \ 


Mai 


e 
car 


n 


i 
1  >!•  même 

n?('--A        ->■'>■-■■>  «'-1 

çn\n        '  =■  I]        "'  =0      "•"     ' 
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En  posant  pour  abréger  e  "  q"  ^^  Q,  on  aura 

JX^,  _  e'"^  ^y'^)  =  (i- Q)(i  -  Q'^)  •  •  •  (I  -  Q"-')- 
D'autre  part, 

•3/-). /7t  -2),  /     -llyi-K       IXnti+'k 


I  —  e     "     q        "  =  i  —  \e    "     (/" 
d'où 


] 

p  —  l         >,=  1  p->        A-1 


n  n(.-'^%"*°^)=nn<'-'3'-> 

^  -  1        A  -  ! 
m  :^  V  tn  =■  as 

JJ(i-Q"')       f[(i-Q" 


p=l 

On  trouve  de  même 


nno-.- -  ""  ">nn<-«" 


m  —  M 


P  ~  K  X  -  rt  —  1 

■n-'iiv      .         2X\  -.-T-     T-r  .  „,-, 


'■;  ■ 


p- 


Réunissant  ces  résultats,  il  vient 


I         /coA«-i 


1 
2(U 


Le  groupe  co  ,  qui  correspond  à  a  =  -^— ,  donne  un  autre  résul 
tat;  il  l'aut  poser  k'=z  o.  A"  =  X.  11  vient 

x=i    L  p=i  p=i 


Xi  T.  Il  — I 

Le  produit  des  facteurs  /e      "    est  <""'  e      '  .    Celui    des 

2X111  2  "/  f  îi 

facteurs  i  —  e    "     est  n.    Celui   des  facteurs    i  —  e    "     q'-P    (pa 


-  /7C  =  1 
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rapport   a    A)    est  ■         , ,,  •    iJc    "l'iiir 


■• ? '">' '■•"■•    "oiir    celui    dos    facteurs 


I  —  e       "     ij'-P .  On  a  donc 

/"  =  " 


,.=1 

),es  circonstances  ri'liili\<'s  au  cas  </ =  o  sollrciit  ici  sous  un 
autre  aspect  que  pour  la  fonction  2piv„;F^  reste  fini,  cl  F„, 
F|,  ....  F„„i  sont  nuls. 

Avant  tout,  examinons  le  produit  I',,  !■',  ...  !■"_.  Les  divers 
facteurs  i  —  Q/"  donnent  |i()ur  /,=  o,  i,  ...,/(  —  i  le  produit 
I  —  (/-/',  quand  p  est  premier  avec  n  ;  mais,  si  p  est  nuillipic  de  n. 
tel  que  /;//,  c'est  (i  —tj-P')". 

I,e  piiiduil  I  |(i — '/■'').  où // est  premier  a\<'c //,  peut  s'écrire 
JJ^(.-<7'/>) 

YX  ('-9'"") 

(  )n  -A  ddiic 


\nln-ll         i^lln  -t-Djn  —  11'  /l'-l 

e  u  7  ~    « 


FoF,...F„_, 


Fî  (I  — «/'/"O'd  — ^'p)"'*-"-' 


cl,  en  nuilli|ili.inl  pai'  r.    > 

iH»-l      «(«  — I)  <ir(rt  +  11»    -1  I'  "'-1 


it)" 


q       »    n 


F,iF|  . . .  F„-  ,  F, 

I  I  ■•-'/-■'-- 

i("«-  Il 


/II"'"    "  e 


I    I   I  |_yS/')II"l-l' 

i-niH-i-  Il  (»  -  11^    ^      (  ""  )    ?  f 

tt  <  ^ .    > 

Kl'— I  I 
lin-  11»  /     I    \         > 

1.   1.   p.  4"  '•  fiMiinile  (.«i))]. 


•  ,      .1     -'"■ 
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Si  /(;>3  et  non  divisible  par  5, est  toujours  en- 

n  —  I 

lier  et  pair,  et  {'"'""*':=  ( —  i)    '    .  On  a  alors 


/i  —  1 


n 


F  = 


(-1) 


Au  cas  où  /i  =  2, 


^^=-2e~  a"^         ou         UU'U"=e"»"  a"S 
UF 

ce  qui  est  d'accord  avec  I  (p.  194)1  et  avec  la  remarque  ci-des- 
sus, que  F'  est  une  fonction  cyclique. 

Au  cas  n  =  3,  ^r-p  ;=  3e  ^   A    ^;  c'est  F-'  qui  est  cyclique. 

La  nature  de  F  fait  prévoir  l'absence  de  certains  termes  dans 
l'équation 

F«+i  -¥-  ai  F"  H-  o(.,  F"-'  +  .  . .  H-  a„  F  -t-  a„+,  =  o, 

n  —  1 

OÙ  déjà  nous  connaissons  a„_^,  =  A    '^    . 

„          I          -11'            \                                          1          .,/('/?—  1 1 
b   est  du  poids  ^{  Il  —  I  ),  en  sorte  que  a^  est  du  poids ^ > 

c'est-à-dire  que  7.^  est  du  degré  -^ — ; ■>  g.^  et  g^  étant  des  degrés 

2  et  3. 

Si  dans  a^  entre  le  facteur  A,  c'est  avec  un  exposant  m  au  jilus 

égal  à 

\  k(  n  —  0 
Ô         2 

D'autre  pari,  a./,  contenant  les  produits  A"  à /.■  des  F,  chacun  de  ses 
termes  contient  au  moins  /.  —  i  facteurs  Fo)  F,,  .  .  .,  F„_|,  dont 

n-—  1 

cliacun  a  le  facteur  q  ""  .  Donc  a/,  a  le  facteur  q  avec  un  expo- 
sant uL^^^ ^ 5  et,  par  conséquent,  le  fadeur  A  avec  l'ex- 
posant 

I    _(/.— n(/!2  — i) 

-  [X^ 

2  1 2  /J 
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On  a  donc,  si  x^  n'esl  pas  nul. 


lin  12 


Par  exemple,  pour  n  =  5, 

(A— ,)(„._,)       /.(„-,) 
lin  13 

/r  =  I o  j  lu  terme  c^.. 

,  _  j  5  l   Le  terme  manque,  puisqu'il  n'y 

(       a  pas  d'entier  entre  |  et  |. 

/r  =  3 I  I  Lu  terme  ci. 

A' ^  4 5  3  .Miiiii|iie. 

A- =5 I  f  Muilqu.'. 

A-  =  6 2  1  I   11  I  II  III.'  rji  i-. 

1-  ('■i|iiulion  a  ihinc  ipialrc  Ilthh-s 

F6-4-  c,«'jF5-T-c'AF3-f-  \  iî=o. 

l'oLir  (lonncr  (ic  siiilc  uiic  ulrc  du  t-.ilrul,  ilirn  lions  c  cl  c'.  Pour 
le  premier.    — ■  Cgî  esl  la  valeur  de  F^  (piand  on   a  y  =  o.  Ainsi 

Mais 

Il  2 
onc  c  =  —  -y  ■ 

Pour  (■',  le  terme  en  y^  ne  pcul  provenir  (|ue  de   —  F^ïF/iF<  ; 

car  les  produits  F/il''Al'"/  contiennent  1/  avec  un  exposant  au  moins 

égal  a  ô  —-. =  -r--   (  )i-  on  a 

En  ajipclanl  a,  'i  deux  racines  de  .r'  —1  =  0,  on  a 
vg""^    '    »    U-    *    -t-e    »    >'=  So»P'(a-f- P)  =  ïx'i:»'  — la'  =  — 5. 
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Donc 
13'aillears 
Donc 
D'ailleurs 

A=(^)'^[,.^...l. 
Donc  c'=  2,  el  Téquallon  cliercliée  sera 

(Jn  verra  j)lus  loin  coiiiinciil  on  |)cul  passer  de  l'équation  en  t 
(  page  2i(3)  à  celle-ci,  comrneiil  aussi  on  forme l'écpialiou  du  second 

I  ,  ■  , ,     ,  1  2  (ô  4  w 

degré  qui,  <  ou  1*  ctanl  connu,  donne  p  -.    et  J)—  ■ 

l'our  n=2  -j  : 

II'—!  /i/h  — i)  l'orme 

un  I?,  (les  coefficienls 


^  =  ' '^  i  fiè-i 


X 

k  =  1 -'  1  cj  A 

A- =3 ?  f  o 

A-=1 J^  2  C.A^ 

^=3 J^  f 

A=C. ^  3  C5A3 

/  =  - ^ 


2 


o 


/>•  =  « ¥  4  r.^' 


'^-puy'      '"■ 


III 
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III. 
Fragments  rclaliTs  à  la  transformation. 


Au  Tome  I,  page  SaS,  on  a  irouvé  les  résultais  suivants  ; 

y  étant  une  fonction  linniogènc,  de  degré  p,  des  variables  ii, 
u).  w',  si  l'on  pose 


12  =  >  roj  —  Tj  ti)  =  —  , 

^         '         tuf 


l'équation 

dûï 
il  pour  Iransforniée 


(À)  ^i;^  -D/-i-T^^2«V  =  o 


(B)  S-4.'g=o. 


Soit,  poui'  un  inslanl,  ;=;j'cp(c).  Changeons  (/  en  m/,  par 
conséquent  c  en  /n\  Si  y=f(^v)  est  solution  de  (A),  alors 
Y  =:_/(/n')  est  solulion  d( 


le 

D'autre  |)arl,  r  ==/"((')  »(i'J  étant  .solution  de  (B"l, 

7.  —  f(  ne  )  ')»(«f) 
sera  solulion  de 

(  15    I  — -    -r-4rtîir»  T--  =  o. 

Donc,  en  posant 

Z  —  V  il,  n\-  1, 

on  li-.insforine  (A')  en  (13').  Au  lieu  de  /(-',  ^  .  '/.,  niellons  v,   r,  r. 
il  nous  voyons  (|ue  l'équalion 

(I)  .^L>._vD>-i-f,irjv'MV 
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se  transforme  en 

(2) 

i-  4v~-  —  =0 

quand  on  pose 

u  = 

2  (OC, 

Q  = 

,           r,tu  —  T) 

s  = 

-    g  — 2VY](0i 

''(Aio'2)    21    w-Py, 

y  étant  homogène  et  de  degré  p. 

Pour  cette  équation  (i),  on  a  vu  (t.  I,  p.  328)  qu'en  posant 


t=  y 


(a«)v 


et  prenant  j:=  p/<,  avec  g-i  et  g-i  pour  varialiles,  on  a  la  trans- 
formée 

^^^      P''£  -  [('î"'  -  6)^''-  (4v  -  3)  f  ]  ^  _  vD/  +  v(v  _,)x^  =  „. 

Cette  équation  (3)  est,  en   somme,   une    transformée  de  l'équa- 
tion (2),  obtenue  en  posant 

2  ;n-  I 

La  lettre  /)  désigne  un  nombre  arbitraire,  qui  n'apparaît  pas 
dans  l'équation  (3),  et  qu'on  peut  prendre  égal  à  zéro,  si  l'on 
veut.  Cela  apparaît  d'ailleurs  dans  le  résultat,  qu'on  peut  écrire 


Comme  l'opération  D,  faite  sur  A,  donne  zéro  pour  résultat,  le 
_p 
facteur  A    '-  joue  dans  l'équation  (3)  le  même   rôle   qu'un   coef- 
ficient constant.  On  doit  donc  écrire  simplement 

(4)  Z  =  e2''')«»'=(A(oi2)    24,criO~''-- 
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Si,  dans  le  premier  nirmlirc  de  (3),  on  siil)>liluc  .r'.  on  obtient 
les  termes  suivants  : 


■(4v-6)s 

•  v(v  — l) 


j-J  +  l  _  ffiS(S  —  l) 

-,-(iv-3)Çs 


r*-'—  ffjsis  —  i)x'- 


=  (as  — v)(_2s  — v  +  l).ri+'-^  »(4v  — C.ç-i-3)^x'-' 

—  i(î— i)^,x*-»=  ?(s). 


Soit  .ç  lin  nombre  entier,  ii  siil)-;liliii)ns  le  ixilviiùine 


P  =  Aj*-h  Aiar*-'-  . .  .1-  Ai_,;r  -r-  A.<, 


où  les  A  seront  des  fonetions  de  s-:  el  S's-  1-e  résultat  sera 


A  ç.(s)-i   A,  !f(î  —  i) -)-... 
—  va-^DA  —  vj-'   'DA,— 


...-vj:DA,-,-vDA, 


Le  coellicienl  de  u:'   ''  d.m>  le  résultul  se  eunijiose  des  |iarlies 
suivantes  : 


A<.+.i(/s  —  2X- —  2  —  v)  (as  —  iX-  —  I  —  v) 
-^  A*-,(s  — />  -i-  i)(.iv  — 6s-r-6/.-  3)y 


Le  polynôme   l'salisfeiM   ;'i    I'i'ijikiIkiii,  m   Ion   a   'i(A)  =  o   p 

les  valeurs  /.  := —  i ,  o,  i v. 

i'oiir  /«■  — :  —  I ,  lin  a 

i}<(—  i)  =  A(2*  — v)(2S  — V-+-  i). 


\insl  le^  seuils  \  ili  m  >  iiosmIiIi^  de  x  <onl  -  OU • 

I  2  2 

i,e  nombre  v  élanl  supposé  entii'r,  prenons  pour  s  eelle  de   ces 


(5) 
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deux  valeurs  qui  est  entière;  on  aura  ces  autres  équations 

0=4'(0)  =Ai(2i—  2— V)(2«  I  —  v)  —  vDA, 

o  =  '\i(i)         =  A2(2x  — 4  —  v)(2i  — 3  —  v)  +  Ai(4v  — 65-t-3)^  —  vD.V, 


0  =  4,(^-1)  =  A,v(v-i) -H  A,-;. 2(4  v  —  !))^—6Aj^3,^3-''DA,_,, 
o  =  '\i{s)         =  A,_,(4v  — 3)^  ^2A,_2^3-vDA,. 


Il  y  a,  comme  on  voit,  s  +  i  équations,  et  il  n'est  pas  permis  de 
prendre  A  ad  libitum.  Mais  de  la  première  on  peut  tirer  A,, 
DA,,  D- A, ,  .  .  . ,  D^A,,  linéairement  exprimés  par  DA,  D-  A,  .  .  . , 
D*+'A;  puis  de  la  seconde  Ao,  DAo,  •  ■  •  ,  D'~' Aj,  exprimés  de 
même,  etc.,  jusqu'à  l'avant-dernière ,  qui  donnera  A^  et  DAj. 
Substituant  ces  valeurs  dans  la  dernière  équation,  on  aura  une 
équation  <1>  =  o,  linéaire  en  A,  DA,  ...,  D^+'A.  Si  A  est  pris 
parmi  les  solutions  de  cette  équation,  on  aura  ainsi  un  poly- 
nôme P. 

L'équation  <I>  =  o  apparaît  comme  étant  aux  dérivées  partielles, 
avec  les  variables  g2  et  «j  ;  mais,  vu  l'homogénéité,  elle  se  réduit 
à  une  équation  différentielle.  Pour  effectuer  cette  réduction,  en 
supposant  A  homogène,  on  remplacera  A  par  une  inconnue  homo- 
gène et  de  degré  zéro,  en  multipliant  A  par  une  puissance  de  ^2 
ou  de  g3,  ou  mieux  du  discriminant,  et  l'on  prendra  pour  va- 
riable J,  suivant  la  formule  de  la  page  3i3  du  Tome  I.  C'est  donc- 
une  équation  différentielle  et  linéaire,  d'ordre  5+  i,  qui  fournira 
l'inconnue  A.  Ou  bien  encore,  on  peut  envisager  l'ensemble  (5) 
comme  un  système  d'équations  différentielles  linéaires,  avec 
5  +  1  inconnues  et  s  -1-  1  équations. 

Pour  le  moment,  on  se  contentera  d'observer  un  cas  particu- 
lier, celui  oïl  V  est  le  carré  d'un  entier  impair,  v  =  n-.  Nous  sa- 
vons qu'on   a  la  solution   P  :='];„(«),  polynôme  entier  de  degré 

s  = I  et  dont  le  premier  coefficient  A  est  une  constante.  En 

ce  cas,  on  le  voit,  l'équation  <I>  ^  o  manque  nécessairement  tlu 
terme  en  A. 


A  la  page  829,  Tome  I,  on  a  transformé  l'équation  (3)  en  pre- 


23o  TIUJlSltME    l'AinlK. 

liant  |ioiii'  inconnue 

l,a  iransformée  esl  alors 

(  _  vD/,-^(v-- 3)(v  — 4)x/,  =  o. 

Si  Ton  substitue  x''  clans  le  premier  membre,  on  trouve 
(.,.,-_v-}-3)(2r— v-!-a)j"«+'-i-r(4v  — 6r— S'j^a^»-'  — r(r— i)^jx'-î, 

en  sorte  qu'on  a,  poui'  le  coefficient  de  a.'"'',  dans  le  résultat  de  la 
substitution  du  polynôme, 

B/[+i(2/-  — aA-i-i  —  v)(2/-  — aX-  -T-2  — v) 


-.-  B/,_,(r-A-t-iH4-'-6'--0A-    9)'^'        |  =  'î'i(^)- 
-  B/,_2(  r-k-^  ■x)(r  -  k  -)-  1)^3-  vDB*.        ) 

Les  résultats  sont   loul   semlihibles  ;iu\  précédents,  sauf  que  la 

condilioii 

.L|(—  i)=  B(2/-  — v-t-3)(2/-— v+4)  =  o 

donni' 

V  —  3  V  ^  4 

r  =  ou • 

2  2 

Ayant  ainsi  choisi  /■,  on  a  un  système  de  r -h  1  équations  dilTé- 
rentiellcs  linéaires  avec  autant  d'inconnues  pour  délei-miner  les 
coefficients  du  polynôme  Q. 

Le  cas  particulier  où  v  est  le  carn''  d'uii  <'iilier  |)air  donne  lieu 
à  celte  observation,  (|u"il  y  a  une  solution  (n'i  li  esl  une  constante. 

En  résumé,  on  a  : 

l       -      H-  I  polynômes  P. 

Si  V  est  pair '. 

I  ^  -4-  I  polynùmos  Q  ; 

1  — ; —  -H  I  polynômes  P, 
Si  V  est  impair..  .. 

I (   1  iiolynumcs  (^i. 
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On  a  donc,  dans  tous  les  cas,  v  solutions  de  l'équation  (3),  de 
l'une  des  deux  formes  F{x)  ou  F{x)\/'/ix-'  —  giX  —  gs. 

Pie/nier  exemple  :  v  =  2. 
On  a  .V  ^  1 , 

Al— DA  =  o,         f  ^.,A  — 2DAi  =  o. 

Or  on  a  (t.   I,  p.  3i3),  en   supposant  A  homogène  de  degré 
zéro, 

DA  =4v/3A^(J-r)^j''^. 


Posons 
il  viendra  d'abord 


A,=-  l/î  A«(J  — n^JMî; 


di  ' 


puis,  B  étanl  aussi  de  degré  zéro, 

En  remplaçant  g^  par  (AJ)'»  on  a 

—        r/        '               2  \  5 

rfj    "^      V2(J -1)  ~^  3J/  2'-3'^ ■'(•'  — 0     ' 

de  là  l'équation 

dk  r        I  ^\ 5 

'^  dï[2{i-i)'^  a)  2«.3U(J-i)'    ""■ 


rf2A       rfA 
'dy^ 


C'est  précisément  le  type  (^Réduction  des  équations  différen- 
tielles, p.  48)  d'équations  hjpergéomélriques 

rf^A        /Ro         Ri   \  6?A  G        , 

■    '  ■  *  A  =  o, 


rfj-^        V  J         J  —  1/  f/J        J(J  —  1) 
avec 

Il  m  M  \M        p 
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inlégrohlcs  aliii-liiiqucnirnl  <  iri  i>  =;  a,  //;  ;=  3,/>  =  4i  M  =  24^- 
L;\  solulii)ii  consisk'  à  poser 

,o»-i-  i4p'-*-  i)' 


et  l'intégrale  générale  est 


•2^3'oHp'— I)' 


r(cp-i-c), 


p8(?'  — 1»« 

r.  et  r'  élanl  des  constantes  arbitraires. 

Dans  une  étude  a|>[iro(ondie,  il  v  aurait  lieu  (l'examiner  I  ex- 
pression de  p  en  fonction  île  .1.  le  rôle  du  groupe  fini,  etc.  Nous 
nous  contenterons,  pour  le  luoiiieiil.  d'un  aperçu,  fondé  sur  le 
calcul. 

Si  l'on  pose 

Y  =  p'  —  2 £  /3  p-  +  I  .  /.  —  p'-  -*-  * ('  /^  ?'  -1-  I , 

on   a 

p»i-  i-îp'-ri  --  VZ,         i'^.("/3p2(?'  — i)-=Z^— Y', 

de  sorte  ipi  on  a 

,        —  4Y'Z'  ,       /Z'-hYJ\« 


d  où  résull 


z._Y>    ^'     '     Y    \^/r:rj_,; 

l'ar  là  ou  aura  une  ('(pi, il  nui  du  seeiuid  dej;;ré  en  0-. 
Or  il  est  visible  que  ceci  re\  liiil   .'i  ii'-oiidre  i'(''(piatioii 

4»''  — A'i*'  -'  Si=  o- 

l'.ir  la  foiinule  di'  (]ard,iii,   en    deMnii.iiit    par  0  une   raeiiie  eu- 
liiipie  de  ruiiili'.  (Ui  a 

fp-- j  v^^^^[o  (/i^rjH_,)»H-o'(/T^ri  -i)'J' 
[        i  J-i 

e^  ^^_  jî/_.,;i|  o»!"/!    -  J-,-i)'-hO  (/,_J— i)'|' 
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Soit 

l  1 

On  a  ainsi 


M  +  N       6M-I-62N        e^M  +  OlN  3Pv  3M 

Z  _  M  _  e^+  e^epH-  Ofiy 
Y  "~  N  ~  ea+eep-i-O^e^' 

Z-4-Y_      afia— ep— e^       _  Se^t  _p*-f-i 


d'où 

fie»       ., 
p»' p-  -+-  1  =  o. 

ej.-c-p' 

«y— ep 

_i_  ^  3«°a  — 2 /(pg— ep)(ea-  eyl 
p-  e-;— e|3 

V        pV  «r  — «p 

_i 

[r  n    *        _i  i    _-L 

-P(P'-0J     ■=?    Me,-e?)*A    '-* 

1  J 

=  ^~ "  ( ^^^^ y^^~ '''  [^ *« "  ■'-  v/(ea-e3)(ea-e.,)] ' • 

Voici   donc    une   valeur  de   A   (où    l'on    peut  négliger    le   fa< 
leur  A~"  j 

M 

Aa=  [3ea—  2/(ea—  e3)(ea—  «1-  ']''• 

Une  autre  valeur  sera  A  p. 
Comme  on  a 

3ea+?V... 

P  =  ■- 7=^  ' 

iea—  2V'... 
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d'où 


/3eg— 2/..  .V^ 


celle  seconde  solution  sera 

i 
A'a  ^  [  3  <?a  -^  ïVl,ea— e3)(«a— Cy)]  '  • 

Il  est  intéressant  de  voir  direclemenl  comment  les  combinai- 
sons linéaires  de  Aa  et  de  A,,  donnent  Ag,  A'p,  Ay,  A^.  Pour  cela, 
simplifions  d'abord.  On  a 


3ea— 2v/(Ca  — ep)(ea—  «y)  =  ap—  -l-po)» 

P 


a      ^    » 


2 


Suivant    donc    les    niclhodcs    des    |)ages    5i     ol    suivantes    du 
Tome  !'■'', 

Par  conséquent, 

c  —  ib-Xl,         c  —  ib  =  \'^. 

c=  i(Ai-4-Aa'),         /6=  J(AÎ-A'a'), 

ja  —  AocA'a. 
Par  conséi|uenl, 

cd=ia=-^(\^±  A'a)«, 

i(bdzia)=  ;^  (  Ag  ri- tA'a)', 

c'est-à-dire 

Afl,  A'p  =  — =(Aa±    A'a). 
va 

Ay,  A'y  =  —  (Aart  lA'a). 
va 
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En  prenant  A  =  (c  -f  îft)%  on  a 

De       .,  T>b 


c \-  ib     , 

aDA        Dc-^iDb  c  b 


c  -i-  ib  c  -^  ib 

, De 

=  /ea  — ep,  —  =  — ae,., 

V>b 


b  =  s/e^  —  ea.,  "^  =  —  2«p, 

DA  _  —ce,  —  ibeo,  _       ,   e(62—  «^  h-  ib(a'-—c^) 

A  c  -^  ib        ~       3  c  -h  ib 

1   c^— ase^ô  +  2c62 — j'fis  i 

=  -- =  — -    c5-3i6e-62) 

3  c  -T-  ib  i 

=  —  ô  lîf'a—  3j6c)  =  —  (Ca—  ibc). 
De  sorle  que  l'on  a  six  polynômes,  dont  voici  un 

P  =  (c-i-£6)2  [t-  (Ca-  '^e)]> 

et  qui  sont  tous  exprimables  par  deux  d'entre  eux. 

La  liaison  avec  la  division  des  périodes  par  4  apparaît  ici  par  le 
calcul  n  posteriori.  La  théorie  de\Ta  la  faire  apparaître  a  priori. 

Deuxième  exemple  :  v  =  3. 

11  j  a  d'abord  la  solution  <,  =  i ,  par  conséquent  t  =  pu. 
Il  existe  aussi  des  polynômes  t  de  degré  5  =  i ,  déterminés  par 
les  équations 

DA  =  2Ai,  DA,  =  -^2A. 

Le  calcul  est  le  même  que  précédemment,  le  même  aussi  qu'à 
la  page  3i3  (t.  I).  Pour  le  recommencer  sous  une  forme  plus  gé- 
nérale, soient 

DX  =  Y,         DY  =  mg-2X. 

On  posera 

Y=  4/3A6(J  — ip  j3z, 
ce  qui  donne 

d\  _„ 
dî-''- 
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On  aura  ensuite,  Z  étant  de  degré  zéro  en  mùnic  temps  que  X. 

i 
=  mgî  X  =  «M  J  A  )^  X  ; 

dZ  y.  xJ.  m\ 


di        a^J— I)    '    3J         a'.SJcJ-i)' 

(P_\    ,    r        I  2]  î^ m  X        _ 

dJ*  "^  [■''(•'-')  "*"  3J  J   rfJ         2».3  J(J  — i)  "~°' 

Nous  avons  déjà  \ii  :    1"  le  i-;is  J)w=:  —  ar,,   Dr,  =  -^2(0,  ce 
<iul,  en  posant  \  =  —  2v,,  donne  /»  =^  —  -  ; 

1"  Celui  correspondant  à  v  ^^  '>,  nui  donne  m  =  —  • 
Acliielienient,   en  posant  A  rz:  l\,  nous  aurons  /??  =  1 , 

d^\       f     _i .>r\  d\ I  _ 

rfJ2  "^  L2(J  — ')  '^  3j|  "</J    ~  2^3.JtJ-t)       ~°' 
lin   liien 

rf'A    ,   /Ro    .      Ri   \  d\ 


J'     '    V  J    "^  J   -1/  dJ   ""  J(J    -1)      ""' 


i  x  i2\ia       3/ 

C'est  encore  un  cas  iil i:cliri<iiifniciit  inli'uidhlc . 


Tioisirme  fxrm/>/r  ;  v        j. 

Ici  encore,  nous  avons  un  |i.il\  in'uiu'  Z,^!,  rcpomlanl  à 
/  =  j)'»  =  —  ']/._.;  puis  trois  piil\  iii'nncs  /  ilii  --cconil  dct;ré,  ce  nui 
va  mènera  une  équalum  du  Iroi-irmc  uriirc. 

I'uis(|uc  V  -=  "i,  s         ',  (iri  aura 

iD\         A,, 

aDA,  =^  6A,  i-^irjA, 
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En  général,  si  l'(3n  a 


DX=  Y 

DZ=  ^g,Y-^y,^,X, 

on  posera 

Y  ^  4  v/3 1«  (  J  —  1)2  jîj.  =  A7 
Z  =:  A2^; 

il  viendra,  suivant  les  calculs  précédents, 

rfX  _ 

dy  ^  / i_ ^  _2_  \      _  ^  aX 

7/J     ■    \2(J  — ij  "^  3J/ -^^  ^"^  2>T3.J(J  —  I) 

puis 


mais 

^  _  '  gi  ^  ^1 . 

A2  2*.3(J—  l)j'  A3  26.3-<.(J—  1)J2' 

tlonc 

dz  I         I  ,     '•  1      _  I^T  ï  X 


L2(J  —  1)         3JJ 


di  L2(J  — 1)        3Jj  2*.3(J  — i)J        2«.3HJ  — i)J'^ 

Sans  éliminer,  voyons  les  exposants  auxquels  X  appartient  aux 
points  singuliers  : 

1°  Pour  le  ]ioint  ,1  =  o  ,  on  pose  X  =  J'+ XJ-'+i  +  . .  .  ,  d'où 
l'on  déduit 

J  =  .J-<-l+...,  ;  =  ^(i--i)J.-2  +  .... 

Substituant  dans  la  dernière  équation,  et  égalanl  i\  zéro  le  coel'd- 
cient  du  terme  en  J'~',  il  vient 

Les  exposants  sont  donc  o,  |,  \; 

2"   Pour  le  point  J  ^  i ,  on  pose  X  ^  (J  —  1)'+  . .  . ,  d'où 

et  la  deuxième  équation  donne 
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On  a  donc  les  exposants  o,  i,  i,  si  la  condilion  subsidiaire 
(nécessaire  pour  la  disparition  des  logarithmes  dans  rinté^'rale 
relative  à  l'exposanl  zéro)  est  satisfaite. 

Or,  si  l'on  pose 

X  =  I-^).(J  —   1)2^.... 

(in  aura 

a 


y  =  9.l{]  -I) 


2*.3(J  —I) 


et  en  sLibstiluaiit  ces  valeurs  dans    la  dernière  é(|iiati(in,  le  lernie 
en  (J  —  i)~- a  son  coefficient  identiquement    nul.  La   condition 
subsidiaire  est  donc  remplie. 
3"  Pour  J  =^  00  ,  posons 


X  =  Jî-f-XJ*-'-4-. 

d'où 


el,  d'après  la  dernière  équation 


ou 

Dans  lu  cas  actuel,  en  faisant 


DA  =  Y. 

DY=Z4-  ^^-lA, 
a.i 

DZ=  '-l^',\--lff,\. 
<*  I 


Donc 


7  „       i3  3 

"=^4'        3^8"'        f=-i' 
I        a  -I-  3  _    3  I       _  1 1 

3  8~  ~  3â'         '~i"â"'~4«' 
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et  la  dernière  équation  en  s  devient 


S^-i S- -S 


26  a». 33         ' 

dont  les  racines  sont 

Il  2         I 

24  2,1  24 

présentant  les  différences  |,  ^,  en  sorte  que  l'intégrale  algébrique 
n'est  pas  connue. 

Quatrième  exemple  :  v  =  5. 
s  =  2,         r  =  1 . 

Trois  polynômes  /,  deux  polynômes  ?,. 
Pour  les  polynômes  /,  on  a 

6.\i— 5DA  =  o, 

20.^2  -i '-r—  g%.K  —  5DAj  =  o, 

D 

^^jAi  — 25-3A  — 5DA2  =0. 


Posant 


A  =  X.        A,=  |y.         A,=  Az, 

o  2  \ 


on  obtient 

DX  =  Y, 


3- 


DZ=^7^..Y-%^„.3X, 


2.11 

1 
-  ) 

0  _  '-17 
►^-3.5' 

T  = 

2*. 3 

5^ 

J9 
2.3.5^' 

1 
3  "" 

8 

2 

3 

2+  - 

g-p  _      39  .  _  :^^ 3_  , ^  _L  .,  ^  iil- 

1  I  I 

s'  -t-  -  s- r-^  S :—r:-,    =  O, 

2  2-.32  2^.3- 


équation  dont  les  racines  sont 


II  I       l  2       3 

—  ,        —  ou {   o,        TJ        ;• 

10  10  2  0  3 
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L'équation  csl  donc  inlégrable  par  les  (onctions  de  \' icosaèdre. 
Pour  les  pol} nônics  /j ,  on  a  /■  =  i ,  v  =  5, 


?.B,— 3DB^o,  -y^i'îB— 5DBi=o. 

0 


Si   I  «m  lait 


13.=  -Y, 


3.3- 


(>e  sont  11  s  éijiialions  de  la  page  a.'Jà,  avec 


1 1 


d'où 

^  2*7j  "^  ~  (-42.3.5)*  ^  2Î.3.5  [«î.3.5  ~  î  J  ' 

<  )ii  ,irn\c  iiinsi  à  I  ciiualioii  Une  <li"  I  icosaèdic. 

Ci/ii/i<iè/ne  exemple  .7=6,     /"  =  ; , 


GB|  — GDB  =  o,  i^,B  — GDB,  =  o. 


m  =  —  1 

12 

—  '"  _   —  ••_'/'         '  \ 
liO  ~  2«73ï  ~  2?i  ^74  ~  Ti / ' 

cl  I  un  arrive  à  la  ini'riu'  ii[iiatiiin  (|ne  pour  v  =  î. 

Lien  avec  la  théorie  de  la  transform-ition. 

Les  fonctions  P  sont  paires;  les  foneiicms  ^^ptt  sont  impaires. 
Les  fonctions 


—  Vfl    —  "-'  - 


sont  pair'cs  nu  iinpaii'es. 
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1°   Si  V  est  impair  el  <  —  P,  ;  est  impair,  et  l'on  a 

y  -1 
P  =  Ax~^  -i-   ..=  Au^-''-^..., 

j 
z  =  Alt  -h.  . .         [au  facteur  (Awi2j2  i  p,èi;  j. 

2°  Si  V  est  pair  et  <  =  Qp'  a,  z  est  impair, 

z=  —  2Bw.-^...  (au  mOinc  l'acteur  près). 

3°  Si  V  est  impair  et  i  ;=  Qj5'«,  :;  est  pair, 

V  -  a 

Q=         Bj-"^--..  .=  Bk3-^-h.... 

z  =  —  aB     -H  .  .  .  (au  même  facteur  pré*). 

4"   Si  V  est  pair  et  /  =  P,  :;  est  pair, 

V 

P  =  A  a72  -^ . . .  =  A  ;«-''  -i- 

^  =  A-  .  .  .  (au  même  facteur  prés). 

Dans  les  deux  cas  où  la  fonclioii  est  impaire,  on  a  ainsi  une  fom  - 
tien  ;  impaire,  ajant  les  racines  iium  -t-  iih'm'.  En  outre,  le  fac- 

— v/^  — 

leur  e       ■"  a   le  nuiltiplicateur  t>-2vT,(i;+(o)^  gt  (^"/'  l"-^  multiplica- 
teur (— i)vt'2'"/«+<")  ;  on  a  donc 

2(i'^-i)=  —  •^(^'),         si  V  impair, 
z[v-^i)=       z{i'),         si  V  pair. 

En  conséquence,  on  aura 

(v  impair),         ^(i')  =  aisin    pt: -H  a,  sin  Îi't: -i-, .  . . 
(V  pair),  5(i')  =  «2  sinac-  4-  2;  sin4i'-  -+-  . .  . . 

Pour  le  premier  cas  (v  impair),  soit 

_  — —  l-(ll  il 

(/  =  e  ''"  ,         i>  = =  -  ; 

VtiJ  V 

l'équation  (a)  montre  que  l'on  a  (t.  1,  p.  ,325~) 

m.  ifi 
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Mninlcnanl  Ton  iloil  avoir  ^  =  d  pour  //  =  2(o',  c'esl-à-dirc 


f  =  —  > 

(0 


?in(?./!  -~  i)i't:  =   — .  [(;f-v(2n-n) — ^v(in+i)]_ 


Ceci  ne  délcrminc  pas  enlièrcmcnl  les  rapports  des  coefficienls. 
Mais  Pconlienl  des  arbitraires  linéairement,  et,  si  l'on  en  dispose  de 

•  1  2  U)'         , 

manière  que  z  soit  nul  pour  u  ^   — ,  alors  on  trouve 


:  =  A-S,U<jr^). 


/.  étant  numcriipie,  sauf  un  facteur  illiomogénéité. 
Pour  riiomogénéilé,  P  étant  de  degré  i,  il  faut  mettre 


_  1 


Conséquenimenl 
D'autre  pan, 


■"  (0 


)u  A  et  T  S  applKjucnl  aux  pciioues  2to,  —  • 
Le  premier  coefficient  de  1'  est  donc  (en  faisant  u  =  o) 

Tille  est  l'expression  très  reniarijualilo  des  solulu)ns  de  Péqua- 
lion  diflercTilielle. 

On  devra  discuter,   examiner  s'il   v  a  le  nonilirc  voidu  d'inté- 

grales.  Mais  en  tout  cas  on  devra  prévoir  que,  dans  les  cas  où  (  _  ] 

ne   pouriail   Idurnlj- hiulo   les  intégrales,   l'écinilioii  (lillércnlielle 
est  réductible. 

La  fonction  c  a  aussi  les  racines 

i{io'         ()to'  (v  — 1)(0' 

u  ■= — j     — )     •••?     ; 
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donc 

P.Q)-(,„_„î^)(„„-,<^y..[,„_„<^^]. 


Les  séries  à  double  entrée  donnent  le  point  de  départ  le  plus 
simple  pour  la  théorie  delà  transformation. 
Considérons  les  quantités 


lui  4<î>'  2(v  —  1)0)' 

— ,     —  j      • . .  f      

V  V  V 

et  désignons-les  par  a.  Soit 

iv  =  ■?.  m  û>  -h  -2  m' w'. 
On  a 

apw'  •  ,., 

Il  — ■  ï  —  II'  =  M  — '.  m  w  —  2  /u  ui 

V 

2(7>l'v  +  p)    ., 

=  M  —  amu) —  (D 


,  (0 
a  —  2  Hi  w  —  2  /j   —  • 


Soient  p'u,  ,p"")  •••  liis  fonctions  où  les  périodes  sont  aôJet 
^  ,  on  a  évidemment 

V 

p'tt  =  p'i<+2p'(a  — a), 
a 

p"M  =  jy'  u  ^'^p"  {u  —  T.), 

Pour  p»,  il  faut  quelque  précautions  : 

"  — P"-  2^  [(,i  — aj2  ~  ^J  ^^^  [(K  — a  —  it-js  ~  (a-t-  n^)^]  ' 
p(u  —  a)  _  („_5;^2  """Xi  [(H. —  a  —  IV j2  "~  tvâj' 
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Donc 

pu  =  p«-t-2p(H-a)— ^pa, 

ce  qui  rc'sulle  d'ailleurs  de  I  iiiléyr;iliuii  des  furmules  précédenles. 
On  a  aussi  celte  conséquence  ^p'7.=:o. 
Si'inhlabicniciil, 

Çh  =  tu  ^  'ZZi  II  —  a  )  -t-  hS  J12  -H  -^ï, 

j  H  =  j  (<  n  ï  (  H  —  OL)e-         '  -= ■ 

Il  :r  a 

p?/  éliiiil  roiiclioii  rationnelle  de  pu.  d  on  esl  autant  de  jj^/ — j)r, 
d(  ni  les  racines  doiniiiil  iiiiiiii'diatcnieiU 


,))//— j.c  =  0'"- J"''»]^J 


ji  »  —  ,p  (  i'  —  ai 
P  «  —  P  » 


Soit  d'ahord  v  impair.  A  la  période  aw'  près,  les  (juantilés  a 
sonl  deux  à  dcu\  i'i;alcs  et  de  signe  opjiosé. 

Soit  2(ô  la  iiiTiiidr  Idriiiaiil  avec  aco'  un  couple  priniitif.  et 
soient  e>.,  (\,  e^  les  valeurs  des  (|uanllli's  pw.  pCo  .  pi^w -(- (I)')  : 
g),  Cy-  ^u.  celles  dc'^  ipiaiitités 


—  (0 


l'iisaiil    ihuiN   la    Inniiuli'  pi'écédenle  v  =:  O),  et    i('niari|uaiil   ipn- 
1rs  ipiaulllés  J)(w  —  a)  smit  deux  à  deux   ('i;ales     <'ar  |)(w+ ) 

est  égal  à  ,p(w  +  ■'. 7^ — -)    »  de  niènu'  ipu'  les  (pi.intiti's   py..  d 


\  leiil 


Il  fl'"— JM'ô  — p)1' 

M—. 


l'iisaiil  V  =:  tl>',  et   rcin.ir.piaiil  ipir   lis  (piatitilés  p[w' — y.)  sont 
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lie  la    forme  pi"- — ),  s   étant  impair,  et  égales  deux  à    deux,    il 


vient 

s  =  i,  3,    . . .,  V  —  1. 
Enfin,  en  posant  r  =  w  +  ti',  on  lrou\c  de  même 

[J  W<  —  Jî  I  (jô  H 1   I 
— p—w^  J  ■ 

Multipliant  et  extrayant  la  racine  carrée,  il  vient 
p'u  =  p'(/n,  11,113, 


cl,  de  même, 


du         û  u      '  ' 
du         du      "' 


En  supposant  it  =  w,  c  =  oj  +  w',  on  aura 

ex  —  f  ij,  ^  -|-Tr  d  —  p  (  ô>  -!-  cô'  —  a  ) 


n 


ex— «(A       Ai  ex— pa 

et,  en  supposant  u  =  w,  r  ^  w', 

ex— ev       TT^J-"  P<^'~  *) 


n 


ex— Cv       Ai         ex— pa 

Multipliant,  et  utilisant  la  formule 

(ex— PO  [ex— p(w  +  t)]  =  (e;—  e^){e).-  ev). 
il  vient  i 

(ex—  e,i)(ex— ev)       TT'''^'~  '^"•)(^>'~'  ^'') 


(.ex— e^)(ex— ev)       11         (ex— poc)^ 


n 


On  obtient  de  même  deux  autres  formides  analogues.  Muili- 
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pliant,  on  obtient  la  valeur  de 


(g).— gpL)'(g|j.— ev)'(gv— ex)'    ^  iGv-ii. 


sous  la  forme  suivante  : 

Â  1  VUi'aV* 


iC^-i 


AV       n(ex— pa)'(eii— pa)*(ev  — pa)'        n(3'ia3'sa3'ja)* 


On  voit  par  là  que  -  est  une  fonction  algébrique  des  inva- 
riants, puisqu'elle  est  rationnelle,  sauf  les  ipiantilés  algébri- 
ques pa. 

Â 
Cette  expression  de  -  peut   cire  simplifiée    par  les   remarque- 
suivantes  : 

l'renons  les  arguments  a  et,  d'autre  part,  les  arguments  aa 


2lô'  iC>'  G<jô'  2(v  —  l)û)' 

a  =  ) j  —  )      •  •  •  j      » 

V  V  V  V 

/iw         80)'  4(''  —  ')w' 

2a=  j      )  •••)      > 

V  V  V 

9.(v-l-i)û)'  .,       aôj'  4(''  —  >^<J^'  -.       2(v  — a)w' 

— —   =  2  U)  H >       •  •  • .      =  2  O)  -i • 

V  V  V  V 


Ainsi,  sauf  des  périodes,  les  (piautil('s   ■>■/  reproduisent  les   ï. 
l.r  quotient  II  ^^^^  se  réduit  donc  à  l'exponentielle 


(-1) 
Mais 


V  — 1      .rv  — I.     2(0'  1  v-i„-,.,rv-i    s,v  — iv<"] 


tfo 


V  — I    (V- imv  — 11-.., 
— -—    î)  ui 
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Delà 


n(j'a)i2, 


A 

= 

n(3'a)i-2 

= 

^IV-I 

e 

)I2V- 
V 

^^' 

to' 

(a^-- 

-'Do'iao'aaa's 

a;v 

a' 

)" 

= 

|V-1)(2V-I)T|'Ô) 

.  +  IV  - 

a 

-ir 

5l 

=  1) 

no  a  =  Ell'a'ae 


Dans  cette  formule,  on  doit  assigner  à  a  les  valeurs  ^  et  2à)' —  j3, 

'  V  V  V 

D'ailleurs  la  fonction 


reste  inaltérée  par  le  changement  de  u  en  '^(I)' —  «;  donc 


(sî«  =  i). 


Naturellement  Si  est  arbitraire;  mais  on  peut  le  fixer  au  mojen 

d'une  convention  qui  définisse  A"  d'une  manière  complète.  Ceci  a 
lieu  si  l'on  prend  la  formule  (t.  I,  p.  402) 


^'-Hi 


('-?-)('-9*)("-?V>---- 


On  peut  vérifier  le  résultat  précédent  et  déterminer  la  valeur 
de  £|  par  l'analyse  suivante  (où  nous  supposerons,  pour  fixer  les 
idées,  w  ^  w,  w  =  w'). 

Soient 

■Kitù'  ,  , 

—-—  „  2  pio  /  V  —  1 


2/|8  TROISIÈME    l'AnTIE 

On  a 

i.    .„  n[--Q-"-^][-Q->-^'] 

=  —  (I  — (,>-'P) — — >  p  =  1,9.,  3,.... 

Il"-''"')' 

En  faisant  le  produit  des  quanti  lés  analogues  pou  ries  divers  p,  on 
voit  que  les  nombres  o,  py  +  p,  />v  —  p  reproduisent  tous  les  en- 
tiers positifs,   sauf  les  multiples  de  v,  et  chacune,  une  seule  fois. 

1  )";ivilie  paît 


V  — 1  (V— l)lV-4-l, 


iJoni-,  cil  iniillijiliiiiil   le  iiuim'iJlL'ur  cl  le  dénominateur  par  le 
produit 

JJ('-Q-'")=JJ(>-'7^"), 

il  vient 

D'ailleurs 

■'■  _  Zl'  =     '"   ^ 
tu         <o'         a  wio' 

2(U  -210  4  <"•'''  2U1  tO       V» 


Duuc 


n('-*"-^Mf)-^^- 
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Mais 


De 


Ainsi 


Av 


]-|-(,-^^^? 


y  -1 


Même  démonstration  autrement,  en  prenant 

<?  =« 
auquel  cas  il  faut  faire 

i 

\^  =q~'  /^VjQd  — ^"')  (w  =  2,4,6,  ...),' 

,  ITTJÎ  /7tp  2/lTp 

V 

'^  IT. 


Yi{i-^j"'v 

,  _    TT(t  — y"'6P)(i  —  (7"'9-p) 


—  2Sin 


TTTT(i  — y"'OP)(i  -  ^'«o-p) 

Or,  on  a 

V  -  1  V  —  1 


1 

_iz!nL__tT('    — 

V-l        7l(/,       ,  V-l\     I     I      ■' 


_    _  .  .        .     V     ;  =v. 

V—  I         71/  / 


aSo  T110IS1È.M1-;  rAiiiit. 

D'ailleurs,  i  ûtanl  <[v,  les  fadeurs  2sin  -^  soni   tous  réels  et 

positifs;  donc 

I  I  2sin  -^  =  -t-  /v. 
D'autre  pari, 

TT(i— ^"'flp)(i— (/"'0-f)  =  TT(i  — 7'"0p) 

p  ' 

_  1  —  y'"" 

Donc  on  aura 


Relations  linéaires  entre  les  diverses  quantités  a  *  ou  A  ". 
On  connaît  d('jà  une  expression  de  A"  en  série,  savoir 

-)    2^~'^   '    "'''  («  =  .,3,5....). 


11  )■  a  une  expression  analogue,  pour  X-  ' ,  d'après  la  formule  (t.  I, 
p.  4io), 

(|ui  donne 

Qo  =  (i-7»)('-<7')('-Y'^---- 
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Dans  la  formule 


JoV  = 


=  rr(i  -  q^i'-'z^)(i  -  ç2p-i --2)  (,  _  y2p)  j 


(p  =1,2,3,   ...), 


laisons 

il  vient 

(j^P-^z^  =  X^P-',  q-P-^z--  =  x^P-^,  q-P  =  x^P. 

Les  nombres  'ip  —  i,  'ip  —  2,  3/j  forment  tous  les  entiers  pos 
sibles.  On  a  donc 


pOp  +  W 


formule  due  à  Euler. 
Donc 


(0/1-4-1)5 


Cela  posé,  soit  Ax  le  discriminant  correspondant  aux  périodes 

2  0)        aXto'  , 

• 1 et  2(1) ,  et  sou 


On  aura 


~r  12         rt      1-2  V 


n  —  1  f ttX  n-      /?- 


^^'      =(^')'2^"')    '     "'        ■'     ^^"" 
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2lo' 


l'inirles  périodes  —  cl  2to  on  aura  un  dirnicr  discriminant  A 

(6p  +  l)«V 


Supposons  d'abord  v  =:  3. 

On    se    convaiiir    cpi'il    n'v     a    pas    de    jclalioii     liin'airL'    cnirc 


1^ 

—  54 


les  Ax    cl  \'-'.  Mais  considérons  les  expressions 

I),  =  / -^  I    \(—i)i    ne     '-      7 


cl  faisons  /  =  o.  S,  k).   'l'oulcs  les  luis  (pic  /*  est  premier  à  3,  la 

soninic  des  lernics  currcspondanls  dans  les  liois  A,  isl  nulle.  Si  // 
e-.i  di\isil)li'  par  3,  ces  termes  sonl  égaux  el  s'ajouieiil.  l)one 

1         1        j.  /  _\  î "-I         "i: 


\'.i\  DUlre,  soit  A  la  somme  des  termes  où   /)  n'est  pas  divisiblr 
par  3,  \i  la  somme  des  autres,  alistraclion  faite  du  coefficient  e\- 

piniciiliel,  on  a 

j 

îl       :-         A-t-li, 
.1. 

Il    =    OA+1!,         (0>=i), 

I 
ïfj  =  OîA  -4-  IJ. 

On  en  conclut 

'  1  1 

Ti'lles    ■.oui    \f>    (len\    iilalioiis    linraiio   i|ui    i\pliipieiil    com- 
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i 

-8 

menl  —  esl  solulioD   il'iine  équalioii  linéaire  du  second  ordre  à 

coefficients  rationnels. 

Soit  V  un  nombre  premier  impair  cpielconque,  et  prenons 

—  X  =  O,    1,2,    ...,  V  —  I. 

Dans  la  snite  des  nombres  impairs  /?,  distinguons  :  i°  les  mul- 
tiples (le  V  désignés  par/?,,;  2"  il  v  a  ensuite résidus  cpiadra- 

tiques  [i, ,  p^,  ....  ,3v_i ,  ce  qui  donne  lieu  à  distinguer  les  nombres 

/(,,  n,,  ■•-.  /'v-u  dont    les   carrés    sont   congrus    à    ces    résidus 

(mod.  v).  On  aura  ainsi 

Aj  =  Ao  -T-  Al  -T-  . .  .  +  A  V - 1 , 

i  —ÎLS'i  —fi;-, 

-  8  V      '  '  '         -7" 

A, 4  =k„-he  \i-h  . . .  ^  e  Av-j, 

2 

•^4  s         =A„-he  A,-i-...-i-e  A  y  _  1 , 

■2 

,  r;iv-ll<7tQ,  61V— t  II'!! 

—  8  V  '  '  ~J' 

Aiv-ir2'.=  Ao-f- e  A,-i-...-)-e  A  y  _  1 , 

doù  d  résulte  par  addition 

11  i  1 

—  8  —  8  —  8  / 8 

-^0  +  ■^2i  +  ----i--^iv-iin  = /vA    , 
puis,  par  élimination  des  A,  v =  relations  linéaires 


2 


homogènes  entre  les  A).   Pour  les  obtenir,  multiplions  ces  équa- 

lions  respectivement  par  1 ,  e  ""  -,  c  ''  ....  (y  étant  un  non  ré- 
sidu) et  ajoutons-les  ;  comme  il  est  certain  que  v  —  |j,  n'est  jamais 
nul,  il  viendra 

-8  ~^  '    -8  ~,  '-8  =0. 

A„-+-e  A., ., -^  .  ..-He  A,y_i|2i 
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On  liouvcra  de  nit'me  (en  remarquant  que  les  noniljres  6/> -I-  i 
reproduisent  tous  les  nombres  possibles,  aux  multiples  près 
de  v) 


I  I 


A,    -i-...-i-i(v-ii!V  =  V''-i      . 

J_  *i:tY    J_  iiv-iiiit„    JL 

-îi  — — '-J*  z ÏT** 

A„    ~  e   •<      Ajj-i...-e        *  A,v-i)ii  =  o. 


Calcul  des  fonctions  symétriques. 
Soient  n.  b.  c  ...   les   p  — -  d'une  même  classe,   en   nombre 

"  V 

V    I 


;  el 


les  V  +  I  classes. 
Posons 


On 


a,      b,      c, 

a,,     b,,     c,.     .. 

rty,  Wv»  Cv, 


7:1  =  a  ^-  A  -H  C  -^  .  .  .  , 

7:2         =  ab  -t-  bc  -i-  ca  -T-  . . 

T^3         —  abc  +■  abd  -(-..., 

ï 

■TTv  -  1  =  abcd. . . 
j 


A,  _  A, 


\\anl  ici  .?  =  ^^ >  la  première  équation  (5)  do\iendra 

GAi  — vl».\  ^  o; 

tl'où 

/DA 


'"  =  "    GA 


(  )|i  w  ilailliiii  s 
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I>a  deuxième  équation  donne  ensuite 


•-. .  4  As  + ^  (v  +  6)  1^  A  -  V  DA,  =  o 


o  =  5.47:2+ ^(v  +  6)  Ç^  ^DttiA 

2  o  A 

<?2  DA 


(v-t-6)?=i-v7r,  — -hvDtt, 


:  20112    -I- ^^-^^Cv-l- 6)  ^--6Tr2-+-vD7:i; 
2  (1 


•v_-2 ,,   ("-^')r' -')(■'-()) 


2oStï.>—  GSt:?  -f 


Soit 


«■^  -^  62  —  C2  +  .  .  .  =  4-2  ; 

1^1  =  ■Sa-t-  -iT^i, 


et  par  suite 


,„     ,  V      ^    (v  +  l)(v-i)(v-f-6) 

42715  — loSijH ^ ffi  =  o. 


On  peut  déterminer  Si'o  pa'"  le  moyen  de  la  fonction  'j'y.  Remar- 
quons, en  efTct,  que  cette  fonction  satisfait  à  une  équation  aux 
dérivées  partielles,  toute  semblable  à  (3),  sauf  le  changement  de  v 
en  V-.  De  plus,  son  premier  coefficient  A.,  correspondant  à  A,  est 
une  constante.  En  désignant  par  H , ,  U.,,  ....  S) ,  Sa,  ...  les  sommes 
analogues  à  tz, ,  u,,  .  • . ,  s^,  S2,  . . .,  on  aura  donc  entre  ces  quantités 
des  relations  analogues  à  celles  qui  existent  entre  ces  dernières 
quantités,  sauf  les  modifications  ci-dessus. 


puis 
et 

OU 


0=5.402+ ^"■^-■)'^-^-'^> 
2 

f- 

o  =  So-i-  2112  ; 


.0S.2=.0S2  =  -20n2=^'^'^-'^^^^-"''^2 


Cl  (.-iiliii 


TROISltSIK    l'AllTIE. 


,    j  _  r(v'-i)(v'+6)       (v-l 


-i)(v-i)(v-h6)^ 


la 


fft 


(V-|)!V(V-^|) 


L'i'i|iialion  suivanle  est 


V  —  3  ,    i'î  ,  (v— i)(v  — 3)         .  _4 


—  7-''~3 ^  (■'  -f-i2)^s-i z ^j-HO-,r.  — vU-j  =  < 


l'oiir  'l.j,  ceci  donne 


(v5-l)(vV-4-v'-hl5) 
"3  = ,    ■-.  a 'S's. 


Cela  |)Osé,  on  a 


:rî  ^  «a -'-3  S  «A' -H  0-3, 
TiTTî  --  2a6--i-  3^3; 


20-1-2  -T- 


iT?  —  3-|Ts-H  3Tt.,=  Sj, 


(v-^3), 
3 


(V-  i)(v-3) 


,/-,—  "'(v-na)g-iT:i—  '- ^^^^^ ^^fj-t-G-,-.  — vD-,  =  0; 


3(v»  — 0(v'-l-v«-(-i) 
v^î  -  31:^,^5+ 3v:«,  =  S,=  J ^-^-^-^ !f„ 

ïoilTTi-.-Ci-ÎH g ^^,=  0, 

(v -3)(v-i)(v  +  0           v(m«  — i)(v— a)(iv-h3) 
,>!::,       01.7:,-, ^ ff» — /S',  =  o. 


l'ar  CCS  lrcn>  t'i  1 11,1 1  nui  •;,  on  lie  une  1't:|  .  -  —  ,—;.  et  -—j. 
l'.ii    |ii)iir>iii\  ;iiil ,  on   voit 
ruiiclion  enlièii'  de  i^j  ''l-  A'-' 


l'.ii    |ii)iir>iii\;uil ,  <m   voit   (|iie  -~J,  i^-jTCj,  clc,   s"e\]iiinieiil    en 
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Méthode  élémentaire. 
Soit   a=-—    (v    impair).    On    considère    les    arguments    a, 
2 a,  .... a,  et  Ion  forme  la  fonction 

«'(i«)=/(P«)=  (pw  — P^)(P"  — P2a)(P«  — P3a)  ... 
=  P  2   — -iP  -        -t--2P  -        —  .  .. 

^  (OL  lÙ  'H%  -h   U)   .  .  .   <i{pOL  U)  'iip'X-^  m).  .  . 

^  (^uf-^S'^ci  ...  d'^pa.  ... 

On  a 

-i-  u  {  K  -^  />  a  )  -H  ...  —  (  V  —  I  )  Ç  (/. 

Soit  p  =  pa  et  posons  ?<  ^  Ji  +  £,    e  étant  un  infiniment  petit. 

On  a  es  (p)  =  o,  d'où 

<£{u)  ^     ?'(|3)  +  £o"(p)-4-...       ^  Il        1  <A1) 

Ç(?/  —  [il)  =  -  +  infinimenl  petit. 
Donc 

'i  i{l~)  =?(?-=')  +  ^(P  +  «)  -^  •■•  +  ^(-^P) +■••-  (^-  ')?(?)• 

Il  est  clair  (|ue  les  arguments  p,  2  [j,  [i  —  a,  j3  +  a,  . .  .  repro- 
duisent, sauf  des  périodes,  les  arguments  zt  a,  ziz  2a,  ...  en  soite 
que  l'on  a  pour  résultat  2/.-^  —  vi^ji.  Quel  est  l'entier  A?  On  a 
les  arguments  dont  les  rapports  à  a  sont 


p,  2,0,  ?  — I,  p  +  I,  ..  .  ,  —  I,  2,0 -M, 


V  —  I  \      V 


11  y  en  a  donc  — —  — p  qui  sont  négatifs,  au  lieu  de ;  donc 

A=p. 

Par  conséquent 

1  ?"(p^)  _^  fi?^  _)-  /iP!f\l 

2  cp'(pa)  ~  '  L  ^     "^  \  ^  yj 

m.  17 
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Maintenant 

?'(«)=/'(p)p', 
9'C«)=/'(P)P''-^/'(P)P' 


9  P       / 

donc 

Maintenant  on  a 

Dj>:i  =  2p'i3[çp-î£^]  +  4p'p- 


2 

f  2- 


Par  conséquent,   en  posant  jj^^rt  cl  remplaçant  p" fi  el  jû'^'^i 
par  leurs  valeurs  on  a 

2(av  — 3)    ,      ,{•/  — 3  I    fa 


Gv      *'       v/'(a) 

Sommant  les  équations  analogues  pour  les  diverses  valeurs  de 
0,  et  désignant  pars,,  5o,  ...  les  sommes  des  puissances  semblables 
des  a,  il  vient 

afav  —  3)            4"'  —  3, 
l».vi  = -Si—  2- (v  — D^j 


a'  —  g«_a  —  ff,) . 


l*our  trouver  la  somme  du  second  membre,   il  faut  désclopjier 

— —  Aoa:-t-A|-+-  —  -1-   ... 

(X)  X 

cl  la  somme  clicrcliée  sera  égale  à  Àj. 

Soit 

/[(£)  _  Ifo  ^  1^  ^  fi»  ^. 
/•'(t)~x«       a;»       a:» 

on  a 

|(v  — i)(v  — 3)       =|io, 

i(v— 3)(v  — 5)n,  =  |i„7:, -r  (11, 

^(v  — 5)(v  — 7)-j  =  [lo-i-t-  f^i-|  -*■  !•'», 


d'où 
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(^0=       i(v— i)(v  — 3), 

Hi  =  —    (v  — 3)iri, 

H2  =  —2(v  —4)U2 -;-('/—  3  )-;rf  , 


et  d'autre  part 


Donc 


^'0  =  4  1^0  , 

^'i  =  4 1^1 , 

^'S   =  4  1^3  —  5'2  [^1   —  ,•5-3  Ho  , 


V  DS,    —  Q.{-l'l   —   3)^2 ^ A'-l  -+-  8(v  4  )Tt2 

.4(v-3)7:f+i(v-i)(v-3)é'2 


4(v 
=  —  T^("'  —  ')(^'^6)^2-f-6Tc^  —  aoirj. 

En  multipliant  l'équation  ((j)  par  a''~',  on  aura 

j  Da''  =  2(7  —  3)a/'+i  —  ''''~^  .^.a''"' 
A."  o 

et  en  faisant  la  somme 

^D47,=  2(-2V  — 3)iA.+i— J— */,_,  —  X/,+1. 

En  divisant  par  .r*  et  faisant  la  somme  de  /î  ^  i   à  A'  =  x,  on  n 

Or  on  a 

1 
d'où,  en  intégrant  de  ce  k  x, 

|(v  — Ologa-— ^■^.  =  log/(^) 
1 
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Enlin 


^    xk  f(x 


et 


Donc 


,f'{x)       V  — I 

:  X-  -hT-r X—  S, 

f{x)  2 


yJ^=j\p)(^-'-s'-^-s')-^^--^- 


V  -^    =  2(27  —  3) 


/  X-f  V  —  1  \ 


ou 

o  =  V IJ/-  [2(2-/-  3)j-=  -  ^^  «"!  ]  /■  -  [  i  ^'  -  fftx  -  g^\r 

-fv(v-i).r4-Gi,]/. 

Par  là  on  a  Umlos  les  équalions  n'currcntcs. 

Si  mainlenaiU  on   dcLermiue  une  conslaulc  A  par  la  lonililion 

DA 

fl  (|iic  l'iiii  [)Osi-  /  -:  \f.  on  aura 

vlV      „  vD/       vDA        .  D/ 

t;l  >i  l'un  1,1  il  en  milri' J'   =  ))(/,   il  \irriili.i 

(■i|iialiiiii  lii'Jà  l'iablie  autremenl. 

1.(1  iiirnic  (Uiiilyxr  tihrrii^ce.   —   iNini-  .iMin> 

v/(n)Dn=/'(a:)  1^2(27 -3)«»-  ^-^^  .^»] 
-/•(a)(4a>-^,a-ff,). 
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Considérons  le  polynôme 

on  a 

[D/(-^)].r=a  +/'(«)D«  =  D/(a)  =  D(o)  =  o. 

Ainsi  t|((rt)^o,  quelle  que  soit  la  racine  a  que  l'on  con- 
sidère. 

Donc  'i(^)  =/'(vr)  B(.r),  el  il  n'y  a  plus  qu'à  déterminer  le  po- 
lynôme ^{x).  D'après  les  degrés  connus  de  'i(vc)  et  de  /(^),  il 
doit  être  du  premier  degré. 

Nous  déterminerons  ses  coefficients  par  la  comparaison  des 
deux  termes  de  degré  le  plus  élevé. 

Soit 

/{X)  =  T"  TTi^^"-'   -T-  TToX"^-  ... 


Les  termes  des  degrés  les  plus  élevés  dans  '^{x)  sont 
2(2v  —  3)^'-  [nx"-^  —  (n  — i)Ti,a-«-2] 


(2v-3)(v-r) 
_(v_i)(v-3) 


jrn  +  l  _(2.;_3)(v  _3) 

+  (v-3)(v-5) 


Donc 


/(a;)=  v(v  — i)jr"+i  — (v  —  3)  {'/  -h  i)x'>  +  . 
=  {x"'  —  -Kja;''-!  +  . . .  )  [v(v  —  i)x-h  6iT| 
6(a;)  =  v(v  —  1)37-1-6711, 


et  par  suite 

Uix^-  g^x  -  ^o.^)/"-  J^2(2v  -3)x^--  ^^^  g,  ]  /'-  vD/ 


(7) 


Substituons  dans  cette  expression  la  valeur  de  /{x);  le  coeffi- 
cient de  x"^*,  égalé  à  zéro,  donnera 


(A) 


(2A-^3)(2/.--l-  2)1:/,+,  -H  yV(v  -I-I  — ■2A-)(v  -l-6fc)T./,-u 


I  — /:    ^3Tr<-_2-i-vD7:;[.— 6-i7i;i- 
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lin  particulier,  pour 

^  —  o,         3.2-1  —  Otti  =  o, 
(A,)      /.—  i,         5.4T7î-t- jii(v  — i)(v-(-6)^t-6TTÎH-vD7r,  =0, 

\/.^2,  7.GT:3-HTn>(-'-3)(vH-i9.)5',r,-t-^^(^-i)^"3 

(  —  fl-lTT.  -t-  vDrj  =  O. 

Ces  formules  récurrentes  permettent  de  calculer  toutes  les  fonc- 
tions symétriques  entières  de  ît],  •tt^,  ....  Supposons,  en  cffel,  cal- 
culées toutes  les  fonctions  symétriques  do  poids  />•,  y  compris 
celles  où  figurent  des  symboles  D,  en  sorte  que  Di:,  soit  de  |)oids 
/■  4- I  ,  et  proposons-nous  de  calculer  les  fonctions  symétriques 
(le  poids  A  -t-  I . 

.Soit  par  exemple  k  =  .i.  On  aura  neuf  fonctions  inconnues 

l(D7r,)2,     v^.n::,     Stt.Dî-,. 

(I.  pDiir  les  déterminer,  on  aura  neuf  équations  linéaires  oblenues 

(■(iinine  il  suit  : 
Ti'ois  ('ipialions 

ï.(\,)-.  =  o,      i:^v,)-î=o.       i:(.v,)D7:,  =  o 

obtenues  en  multipliant  le  |)rcmier  membre  de  l'équation  (A,)  par 
les  fonctions  de  |)oids  a,  "o,  ■::■',  IJt:,  cl  faisant  la  sommation. 
Les  ('qnaliiiiis  analogues 

S(A,)-,^o,         i:n(A,)-.-o. 

I, 'équation  suivante 

(Aj)=-o 

«li'iiuile  lie    \    pillir  /,     —  3. 

Les  i''(|ii;il mus 

VTT.iJn-t-iiTT.u-j  -  ni:-,-î, 

lùlfin  r/'ipial  ion 

Mais  ee  sonl  des  raleids  airoces. 
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Voici  une  autre  manière  de  procéder.  En  posant 

f 

l'équation  différentielle  (-)  peut  s'écrire 

(B)  ^ 

1  -l-v(v  —  ija^-j-e-iTi  — V  — ^  =  o. 

Considérons  les  divers  facteurs  /',y'i ,  . .  .  ./v  dont  le  produitfait 
'^v^r(^),   et  posons -py — ^=A;on  aura 

/  ~       '  F         -    f 

Nous  aurons  pour  F  l'équation  analogue  (en  remplaçant  v  etir, 
par  V-  et  o) 

r  jv2— 3      1  DF 

Faisons  la  somme  des  diverses  équations  (B),  il  viendra 

[{v  —  3      n  DF 

2(27-3)3-2—  -!—^ —  ^Ja  +  v(v2— i)a^  — V—  =0. 

,=,,.     .  DF  ,    . 

bliminant -rr  ?  on  obtient 

ç[(v  —  i)A'— A2-i-vIÀ2]^_(v  — i)(6x2—  i  g-AS.  =  0. 
vS),2  =  A2  — (v  — O^V'^  -  2-  s\ 

On  connaît  ainsi  2X,  i;À^  Si  l'on  peut  obtenir  également  S)^', 
SX'',  .  .  .  ,  on  pourra  former  l'équation  dont  l'inconnue  est  "k. 
Différentions  l'équation  (7)  après  l'avoir  mise  sous  la  forme 

?/"+  I  ?'/'-  4-'(-^^--^  S-i)/'^  [->{',- x)x  +  G7r,]/-vD/=  o; 
il  vient 

-+-[v{v-9)T  +  67r,]/'H-v(v-i)/-vD/'=o. 
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ou 


■/'■/''/ 


-i.(..-;.=)-Ç 


f  D/" 

-•-[■'(•'  —9)^ -t-  G~i]  Y  -^"'^'—  ')  — "^  — 7=-  =0. 

L'équalion  jn  iiiiiliv  c.  iinilliplii  r  [i.ir  — -^->  doniu'  d";iulrc  pari 


Ajoutant,  on  a 


-[v(v-i)x-+-G-,]  y  -Hv  ^-~  =0. 


4v(.-i^^)(5-^)-8v.^-.v(.-.)-vDX.o 


ou  l)ien 


-4v(xî-A,-.)(^'y-8vr^Vv(v-i)-vD  ^=0, 
ou 

—  4v(xî— i^s)>-'— 8^^>-  -i-v(v  — 0  — vDX  =0. 
Miilli|iiianl  par  ).,   il  vient 

—  2v  (j-2—  i  ^s)  (X')'—  8si,r),î  +  V  (v  —  i)X  —  -  DX'  =  o. 

lui  faisant  la  somme,  mnltipli.iiil  p;n  v  cl  rctranclianl  l'injualiii 
itnalogue  pour  A,  on  dlilicrit 
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Soit 


et  soit 


P«  =  -  =  -^'-^2È 


le  développement  de  pu  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x, 
on  aura 

p'u  =  z'p'u  =  z'\/o, 
p'ii  =  z'o  -^  I  g'ç'=  6p'-u  -  \  g.,, 
V  "  ?" 


i-',p'==6T2-(6p,-H^,-o)-h2' 


1 


1 


"tp  +  |3'o'=  6.2:-+  2  Pi  —  -|^2 


■y/  ^(/i+iXa/î-l-i)?,,^! gî?,i-i  \  I    . 

1        \        —  («— 2)(n  —  l)5"3?«4-2 


6  -2—  I  ^^'2  =  G.r2  J-  12  p,  ^^  6  (  2  p„+,  +  2  p„-i  pi  -^  2  p„_2  pa 


a:"  ' 


-A^^- 


Idenliflant  ces  deus  développements  de  p" i(,  il  vient 
d'où 


api  — ié'2=  12p,  —  i^2 


o-.  o-, 


{?2  — o2—  -iupi. 


puis  une  série  de  formules  récurrentes  pour  les  p. 
Pour 

n  =  i,        2.9p3    — l^ipi— 6pï  =  o, 

71  =  3,  22.1ip4—  5^2P2— 2o"3pl—  I2piP2=  O, 
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Les  cocfficicnls  o,-  se  calculcnl  au  moyen  des  sommes  des  puis- 
sances semblables  des  racines  dey. 
On  a,  en  efTel, 

?M  =  (3'M)v/(ar)e'."S 

(f'\'  '    /■'    - 

l>u  =  ',pu  —  {^'j  ç- -  ^9  -as, 

ee  ge 

•^  x"-i-^        -  ■  ^  J-" 
I  I 

Le  terme  en  x  dans  le  second  membre  a  pour  coefficienl 

V -^  4so— 6so=  1  (carSo=  )• 

Le  lerine  constant  sera 

8*1 —  6*1—  2*1  =  o; 
el,  en  général,  le  coefiïcient  p„  du  terme  en  —  sera 

p„=  4(n-+-  2)*„+,  — ^5/ii„_|  — ^j(n  —  i)s„_5— 6s„+i-T-  {^ji„_i 

=  2(2/!  —  !)*„  +  , ■ ffiS„-t—("  —  l)A'3Sn-î- 

l""n  particulier, 
•  p,  =  6sî— î^jSo, 

pj=10îj—  i^lS,—  ffiSo, 
Pj=i4*V—  iffiSi—UffiS,. 


Par  les  relations  entre  les  s,,  ou  aura  îles  relations  entre  les  p|. 
et  IV'limiiialioii  l'ournira  des  ('(luations  algébriques  poureliaquc  p,. 
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Soient  o,  =  ps.,  a-i  =  paa,  .  .  . ,  «^_,  =  p  — —  a  les  racines  de 
f{x),  et  soit 


i 


i  =  j,  1, 
Q  =  n{a,-aj)  (  /'_^ 

y  =  t  -H  I , 

Cherchons  à  déterminer  DQ. 
On  a 

a        jU     (li—aj  '■/  -^     ' 

'■> 

Or  nous  avons  trouvé 
(8)  vD«,=  2(2v  -  3)«,^-  ^^  ,,-.-  <f(«,)^^. 

en  posant,  pour  abréger, 

4^3—  ffc,a  —  ^.,  =  o(a). 


D'ailleurs  on  a 

£7-      

«A- 


/"(^■)  _„V L. 

/'(ai)  -^ZdcH- 


Divisanl  l'équation  (8)  par  ai — r/y,    et  sommant  par   rapport 
à  i  elj,  il  viendra 

i.  i  i.  /.  * 

Pour  calculer  la  première  somme,  permiitons-y  les  indices   / 
ety'et  prenons  la  mojenne  des  résultats.  Elle  sera  égale  à 

2I- T^j =  (^v- 3)2,  («,+  «,) 

'■  ;  '■  /■ 

=  2(2V  —  3)2]«i 

'.  / 

=  2(2V-3)^î-=—  ^O,- 


=  (27  —  3)  ("'  —  3)s|. 
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Dans  la  seconde  sonnne,  nous  dislingucions  les  termes  où  k^j 
de  ceux  où  k=j.  La  somme  des  premiers  sera  (en  permulanl 
circulairemeni  les  indices) 

^  V  r  ?(g/)  .   o(a/) ^ o(a<)  1 

i^  [(a,— ay)  (,«,  —  «<.  )"^(rty-  a,)(a^— o*.  )       (an  — tij  ){ai,— (ij)} 

«m.  ;'t  cause  de  l'idenlité 


_  _  4   y      g>(a,)  — o(a<-) 

_  _  4  y  4(q?-i-q/afr-t-aD  — g-î  ^ 
3  ^d  (i,- —  cij 

OU.  en  permulanl  /  cl  /  el  prenant  la  moyenne, 

—  Y  V(rt,^-  «y—  n<)  -         Ki  >^q,  =  — 4(v  — 3)(v-^5)5|. 
Reste  à  calculer  la  somme  des  termes  où  /,■  =7.  à  savoir  : 


i.  i 

Oi'  on  a,  par  le  llK'cirrinc  d  aililillon, 

a,-^aj^a,-.j^-y  «,- J         J' 

4  L  a,—  aj  J 

cl,  en  ajoutant, 

1  <p(o/)-t-o(rty) 
2  «,  ^  2  a,  --«,•.;  -  «,-y  =  -  \„._„^^, 

La  somme  cl»crcli(5e  est  donc  cf;alc  à 

—  aV(2rt,-4-  iaj-i-ai+j-^ai-j)  -  — n^a/=  —  6(v  —  3) 


*i- 
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On  a  donc  enfin 

v-^'  =  [2v—  3  — 4(''  -  5)  — 6](v  —  3)S|  =  — ('/  — 3)(2v  — i[)ii. 

Comparons  cette  équation  à  celle  ([ui  détermine  A, 


(  )n  aura 


d  ou 


DA  ^ 

,—  =-6., 


DA  _  (v  — ■■0(2-/  — tO  rHi_ 
IV— m  (2v- Il  L 


A=.<i  '^  F(A). 
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